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Questdo 1 (2 p). Seja (X,%,u, T) um sistema dindmico néo singular, A ¢ X
N(x):=minfn =1:T"(x) € A} < oo

para p-q.t.p. x € A. Mostre que T conservativa implica que 7'y é conservativa.

Solucio 1. Seja W um conjunto 7’4 -errante. Entdo, parax e W,

Z 1w oT™(x) = Z lyoT)(x)=1.

n=0 n=0

Ou seja, T' ndo é conservativo.

Questdo 2 (2 p + 2 p).Seja X = {0, N T X - X, (xox1x2...) = (x1x2...) € 1 uma medida
de probabilidade T-invariante. Além disso, suponha que existe C = 1 tal que, para quaisquer
n,meNea; €{0,1} (i=0,....m+n-1),

p(ao...anim-1)=C* lao...an-1Dulan . ..anem-10).
a) Mostre que, para quaisquer Be B eag...a,-1 €{0,1} que
wlao...an—11nT"B) = C* u(lag ... an_111(B).
b) Mostre que (X,%, 1, T) é exato.

Notacdo. a = C*'b significa que C~la < b < CA. Além disso, [ag...a,_1] = {(x;) € X : ag =
X0,..-Ap-1=%p—1}, paraneNea; €{0,1} (i =0,...n—1).

Solucdo 2. a) Seja B mensuravel e u(B) > 0. Entéo, para qualquer ¢ > 0, existem cilindros
disjuntos wy, .., wy, tal que, para B* := Jw, u(BAB*) <e. Entéo,

T "B nlag...an-1D) =Y pllao...an-110T"wj) = C* u(lag. ..an-1D Y plw;1)
J J

= C*u(lag...an-1DuB").



Além disso,

u((T"B*nlag...an-1)AT""Bnlag...an-11)
=w(T™(BAB*)nlag...an-11) < W(BAB*) < w(T"™(BAB™)) <.

Como € é arbitraria,

wlag...ansm-10)=C ulag...an-1Dan ...ansm-1).

b) :Seja A eNT ™). Entdo, existem A, e Bcom A=T""(A,). Dai, T" A=A, e
wAnNlag...an-1) =T ™ ANlag...an-11)
= C* A )pdag. .. an-11)
=C*H T A ulag. . .an-10)
= C* p)lao...an-11)
Em aproximar A€ com cilindros, obtemos que
0=ANA%)=CHuA)1 - uA)).
Ou seja u(A)=0ou u(A)=1.

Questdo 3. (2p + 2p + 2p) Seja X = T2, a/n¢ Qe f=C1a+2nl3, paraum (k,0) e 72, e
T :(T? — T2, exp(it1),exp(its)) — (exp(it1 +ia),exp(ita +if)).

a) Determine todas as A € C tal que existe uma funciio 4 € L?(Leb) tal que 2o T = Ah.
b) Determine, para & € L%(Leb),
1=
lim —
n—oon iz

c¢) Determine a decomposicio ergddica de T'.

1 .
foTY.
0

Observacdo. Parak € 72, define ¢k : (exp(it1),exp(ite)) — exp(i(k,(¢1,t2))). Entdo, pela analise
de Fourier, & := {¢y : k € Z?} é base ortogonal de LZ(Leb).

Solucio 3. a) Parake Z2\{(0,0)} e t = (t1,2) € RZ,,
P10 T(eitl eitz) — ei(k,(t1+a,t2+,6)>
— ei(k,t)ei(k,(a,[1a+2ﬂ[2)> — (pk(eitl’eitz)eia(k,(l,[l))eikzzﬂfz

— (pk(eitl’eitz)eia(k,(l,fl».

Como & é uma base ortogonal, o conjunto dos A é dado por {exp(i(k, (a, ¢1a))) : k€ Z2}.



b) Para obter o limite,discutiremos duas abordagens diferentes.
(a) Analise de Fourier. Usando a/n ¢ Q obtém-se que

lnl

- Z (pkOT‘](eltl eltZ)_ _(pk(ettl eltz) Z el,j(k(ﬂf (1))
. Jj=0 j=0
n(llk(eltl eit2) (K (a,l1a))€2nZ
= in(k,(a,ma+n))
<Pk(e”1 e’tz)% : (&, (a,ma+n))¢2nZ

(k,(1,£1)) =0
k,(1,41)) #0

n—co {wk(eﬂl,e% © (k,(1,01)=0

1
it lt
= (ﬂk(e 1 2){ 1 ein(k,(u,ma+n))_1

0 (K (L, 0))#0

No entanto, (k,(1,¢1)) =0 < k1 =—¥¢1ks. Ou seja, pelo anterior,

-1
11m Z hoT’ =n(h),

onde 7 é a proje¢do ortogonal ao espaco gerado por {¢p_xs, & : k € Z}.

(b) Decomposicio ergodica. Seja 7 : T2 — [0, 1/¢) definido por n(expity,expits) = x se
e somente se existe s € Rtal que (expiti,expite) = (exp(ix +s),exp(i¢s)). Entdo, pela
decomosicéo ergddica,

1= 1
lim = Z foT/(expiti,expits) = ffdm,,(expitbexpitz),

n—con {

para m, como em (c).
c) Para obter a decomposic¢io ergéddica, discutiremos duas abordagens diferentes.
(a) Argumento global: Note que

Tn(eit1 , eitz) - (ei(t1+nlx),ei(t2+n[a))'

Dai, o conjunto
Eq = {(ei(t1+s)’ei(t2+ls)) se [R}

é T-invariante. Note que, se £ € N, entdo E;, ;, é uma curva fechada em T2, Portanto,
E;, s, é topologicamente um circulo, e a restricio

T:Ett, — Et1,t2

é uma isometria que preserva a orientacdo. Ou seja, T' é uma rotacio.
Como a/m ¢ Q, obtém-se que T': E;, s, — Ey, ;, € uma rota¢do unicamente ergddica.

Além disso,
s |
™= UtE[O,l/Z)E



Seja m; a medida de Lebesgue normalizada em E; o (isto é, dm; := ﬁ Lebg,,,) e

seja A a medida de Lebesgue normalizada em [0, 1/¢) (isto é, dA := ¢Leby 1/¢)). Com
estas definicoes, é facil ver que
dLebyz = dm,dA(2)

¢ uma desintegracio da medida de Lebesgue em T2. Como as medidas m; séo ergé-
dicas, a unicidade da decomposicéo ergddica implica que dm,dA(t) é precisamente
a decomposicio ergddica.

(b) Argumento local: Note que

k,(1,0)y=k1+k2t =0
implica que @i = @k o T. Além disso, para t;,s; € R,
O hen)(€,e2) = o pppy(e'®1,e'2) <= —kl(t1—s1)+ k(t2 —s9) € 217,
Ou seja, para |¢; —s;| suficientemente pequenos, isso é equivalente a
O(t1—s1)=1ta —s3.

Portanto, ¢ como funcéo de ¢; tem derivada igual a ¢. Consequentemente, E;, ;, é
T-invariante.

Questio 4. (2p) Seja (X, %, 1) um espaco de probabilidade, T': X — X mensuravel tal que u =
po T~ 1 Mostre que T é ergédica se e somente se, para qualquer f € L(u),

1=l
lim — Z T”(f)szd,u q.t.p.
=)\

Solucao 4. Suponha que T seja ergédico. Pelo teorema da convergéncia dominada, o teorema
de Birkhoff e a ergodicidade de g, para f € L (u) e g € L®(uw),

1 n-1 1 n—-1
lim— | ) Tn(f)gduzlim—ffZgOdeuszdufgdu.
nnJ oo non k=0

Seja A :={x:limsup,, %fzz;é T”(f)(x) > ffdp}. Entdo, se u(A) > 0e g := 14/u(A), pelo anterior
e o Lemma de Fatou,

1 n-1 1 n-1 1 n-1
ffd,uzlim—f > T"(f)gduzlimsup—f > T"(f)gd,uzflimsup— Y T™(f)gdu
mnJ k=0 = L

>ffdp.



Dai, ergodicidade implica que
1t
lim— ) T”(f)=ffd/.t q.t.p..
" Mo

Do outro lado, suponha que 7T nio seja ergédica. Entéo, existe uma funcdo ndo-constante com
f =foT.Note que, para g € L

fT(f)gdu=ffg°Tdu=ff°Tg°Tdu=ffgdu-

Dai, T(f)=fe

S|

n-1
Y TV(f)=f.
j=0




