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Questão 1 (2 p). Seja (X ,B,µ,T) um sistema dinâmico não singular, A ⊂ X

η(x) :=min{n ≥ 1 : Tn(x) ∈ A}<∞
para µ-q.t.p. x ∈ A. Mostre que T conservativa implica que TA é conservativa.

Solução 1. Seja W um conjunto TA-errante. Então, para x ∈W ,∑
n≥0

1W ◦Tn(x)= ∑
n≥0

1W ◦Tn
A(x)= 1.

Ou seja, T não é conservativo.

Questão 2 (2 p + 2 p). Seja X = {0,1}N, T : X → X , (x0x1x2 . . .) = (x1x2 . . .) e µ uma medida
de probabilidade T-invariante. Além disso, suponha que existe C ≥ 1 tal que, para quaisquer
n,m ∈N e ai ∈ {0,1} (i = 0, . . . ,m+n−1),

µ([a0 . . .an+m−1])= C±1µ([a0 . . .an−1])µ([an . . .an+m−1]).

a) Mostre que, para quaisquer B ∈B e a0 . . .an−1 ∈ {0,1} que

µ([a0 . . .an−1]∩TnB)= C±1µ([a0 . . .an−1]µ(B).

b) Mostre que (X ,B,µ,T) é exato.

Notação. a = C±1b significa que C−1a ≤ b ≤ CA. Além disso, [a0 . . .an−1] := {(xi) ∈ X : a0 =
x0, . . .an−1 = xn−1}, para n ∈N e ai ∈ {0,1} (i = 0, . . .n−1).

Solução 2. a) Seja B mensurável e µ(B) > 0. Então, para qualquer ϵ > 0, existem cilindros
disjuntos w1, ..., wk tal que, para B∗ :=⋃

w j , µ(B∆B∗)< ϵ. Então,

µ(T−nB∗∩ [a0 . . .an−1])=∑
j
µ([[a0 . . .an−1]]∩T−nw j)= C±1µ([a0 . . .an−1])

∑
j
µ([w j])

= C±1µ([a0 . . .an−1])µ(B∗).



Além disso,

µ((T−nB∗∩ [a0 . . .an−1])∆(T−nB∩ [a0 . . .an−1]))

=µ(T−n(B∆B∗)∩ [a0 . . .an−1])≤µ(B∆B∗)≤µ(T−n(B∆B∗))< ϵ.
Como ϵ é arbitrária,

µ([a0 . . .an+m−1])= C±1µ([a0 . . .an−1])µ([an . . .an+m−1]).

.
b) Seja A ∈⋂

T−n(B). Então, existem An ∈B com A = T−n(An). Daí, Tn A = An e

µ(A∩ [a0 . . .an−1])=µ(T−n(An)∩ [a0 . . .an−1])

= C±1µ(An)µ([a0 . . .an−1]))

= C±1µ(T−n An)µ([a0 . . .an−1]))

= C±1µ(A)µ([a0 . . .an−1]))

Em aproximar Ac com cilindros, obtemos que

0=µ(A∩ Ac)= C±1µ(A)(1−µ(A)).

Ou seja µ(A)= 0 ou µ(A)= 1.

Questão 3. (2p + 2p + 2p) Seja X =T2, α/π ∉Q e β= ℓ1α+2πℓ2, para um (k,ℓ) ∈Z2, e

T : (T2 →T2, exp(it1),exp(it2)) 7→ (exp(it1 + iα),exp(it2 + iβ)).

a) Determine todas as λ ∈C tal que existe uma função h ∈ L2(Leb) tal que h◦T =λh.
b) Determine, para h ∈ L2(Leb),

lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

f ◦T j.

c) Determine a decomposição ergódica de T .

Observação. Para k ∈ Z2, define ϕk : (exp(it1),exp(it2)) 7→ exp(i〈k, (t1, t2)〉). Então, pela analíse
de Fourier, E := {ϕk : k ∈Z2} é base ortogonal de L2(Leb).

Solução 3. a) Para k ∈Z2 \{(0,0)} e t= (t1, t2) ∈R2, ,

ϕk ◦T(eit1 , eit2 )= ei〈k,(t1+α,t2+β)〉

= ei〈k,t〉ei〈k,(α,ℓ1α+2πℓ2)〉 =ϕk(eit1 , eit2 )eiα〈k,(1,ℓ1)〉eik22πℓ2

=ϕk(eit1 , eit2 )eiα〈k,(1,ℓ1)〉.

Como E é uma base ortogonal, o conjunto dos λ é dado por {exp(i〈k, (α,ℓ1α)〉) : k ∈Z2}.



b) Para obter o limite,discutiremos duas abordagens diferentes.

(a) Analise de Fourier. Usando α/π ∉Q obtém-se que

1
n

n−1∑
j=0

ϕk ◦T j(eit1 , eit2 )= 1
n
ϕk(eit1 , eit2 )

n−1∑
j=0

ei j〈k,(α,ℓ1α)〉

= 1
n

{
nϕk(eit1 , eit2 ) : 〈k, (α,ℓ1α)〉 ∈ 2πZ

ϕk(eit1 , eit2 ) ein〈k,(α,mα+n)〉−1
ei〈k,(α,mα+n)〉−1 : 〈k, (α,mα+n)〉 ∉ 2πZ

=ϕk(eit1 , eit2 )

{
1 : 〈k, (1,ℓ1)〉 = 0
1
n

ein〈k,(α,mα+n)〉−1
ei〈k,(α,mα+n)〉−1 : 〈k, (1,ℓ1)〉 ̸= 0

n→∞−−−−→
{
ϕk(eit1 , eit2 ) : 〈k, (1,ℓ1)〉 = 0
0 : 〈k, (1,ℓ1)〉 ̸= 0

No entanto, 〈k, (1,ℓ1)〉 = 0 ⇐⇒ k1 =−ℓ1k2. Ou seja, pelo anterior,

lim
n

1
n

n−1∑
j=0

h◦T j =π(h),

onde π é a projeção ortogonal ao espaço gerado por
{
ϕ−kℓ1,k : k ∈Z}

.
(b) Decomposição ergódica. Seja π :T2 → [0,1/ℓ) definido por π(exp it1,exp it2)= x se

e somente se existe s ∈R tal que (exp it1,exp it2)= (exp(ix+s),exp(iℓs)). Então, pela
decomosição ergódica,

lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

f ◦T j(exp it1,exp it2)=
∫

f dmπ(exp it1,exp it2),

para mx como em (c).

c) Para obter a decomposição ergódica, discutiremos duas abordagens diferentes.

(a) Argumento global: Note que

Tn(eit1 , eit2 )= (ei(t1+nα), ei(t2+nℓα)).

Daí, o conjunto
E t1,t2 :=

{(
ei(t1+s), ei(t2+ℓs)

)
: s ∈R

}
é T-invariante. Note que, se ℓ ∈N, então E t1,t2 é uma curva fechada emT2. Portanto,
E t1,t2 é topologicamente um círculo, e a restrição

T : E t1,t2 → E t1,t2

é uma isometria que preserva a orientação. Ou seja, T é uma rotação.
Como α/π ∉Q, obtém-se que T : E t1,t2 → E t1,t2 é uma rotação unicamente ergódica.
Além disso,

T2 = ⋃̇
t∈[0,1/ℓ)E t,0.



Seja mt a medida de Lebesgue normalizada em E t,0 (isto é, dmt := 1p
ℓ2+1

LebE t,0 , ) e
seja λ a medida de Lebesgue normalizada em [0,1/ℓ) (isto é, dλ := ℓLeb[0,1/ℓ)). Com
estas definições, é fácil ver que

dLebT2 = dmt dλ(t)

é uma desintegração da medida de Lebesgue em T2. Como as medidas mt são ergó-
dicas, a unicidade da decomposição ergódica implica que dmt dλ(t) é precisamente
a decomposição ergódica.

(b) Argumento local: Note que

〈k, (1,ℓ)〉 = k1 +k2ℓ= 0

implica que ϕk =ϕk ◦T . Além disso, para ti, si ∈R,

ϕ(−kℓ,k)(eit1 , eit2 )=ϕ(−kℓ,k)(eis1 , eis2 ) ⇐⇒ −kℓ(t1 − s1)+k(t2 − s2) ∈ 2πZ.

Ou seja, para |ti − si| suficientemente pequenos, isso é equivalente a

ℓ(t1 − s1)= t2 − s2.

Portanto, t2 como função de t1 tem derivada igual a ℓ. Consequentemente, E t1,t2 é
T-invariante.

Questão 4. (2p) Seja (X ,B,µ) um espaço de probabilidade, T : X → X mensurável tal que µ=
µ◦T−1. Mostre que T é ergódica se e somente se, para qualquer f ∈ L1(µ),

lim
n

1
n

n−1∑
k=0

T̂n( f )=
∫

f dµ q.t.p.

Solução 4. Suponha que T seja ergódico. Pelo teorema da convergência dominada, o teorema
de Birkhoff e a ergodicidade de µ, para f ∈ L1(µ) e g ∈ L∞(µ),

lim
n

1
n

∫ n−1∑
k=0

T̂n( f )gdµ= lim
n

1
n

∫
f

n−1∑
k=0

g ◦Tkdµ=
∫

f dµ
∫

gdµ.

Seja A := {x : limsupn
1
n

∫ ∑n−1
k=0 T̂n( f )(x)> ∫

f dµ}. Então, seµ(A)> 0 e g := 1A /µ(A), pelo anterior
e o Lemma de Fatou,∫

f dµ= lim
n

1
n

∫ n−1∑
k=0

T̂n( f )gdµ= limsup
n

1
n

∫ n−1∑
k=0

T̂n( f )gdµ≥
∫

limsup
n

1
n

n−1∑
k=0

T̂n( f )gdµ

>
∫

f dµ.



Daí, ergodicidade implica que

lim
n

1
n

n−1∑
k=0

T̂n( f )=
∫

f dµ q.t.p..

Do outro lado, suponha que T não seja ergódica. Então, existe uma função não-constante com
f = f ◦T . Note que, para g ∈ L∞∫

T̂( f )gdµ=
∫

f g ◦Tdµ=
∫

f ◦T g ◦Tdµ=
∫

f gdµ.

Daí, T̂( f )= f e
1
n

n−1∑
j=0

T̂ j( f )= f .


