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2 Derivadas e integrais

241 Diferenciabilidade
Questiio 2.1. Seja f : R” — R tal que |f(x)| < x3. Decide se f é duas vezes diferenciavel em 0.
Questio 2.2. Mostre que

(% + y2)sin(1/v/x2 + y2)  :(x,y) #(0,0)
0

f(x,y)i={ :(x,5)=(0,0)

é diferenciavel em (0,0) mas que as derivadas parciais ndo sio continuas.

Questdo 2.3. Seja f : A — R", A c R” aberto de classe C! tal que sempre detDf # 0. Mostre que f é uma
aplicacdo aberto: imagens de abertos séo abertos.

Questio 2.4 (*). Mostre que f : R — R de classe C! nio é injetora.
Questio 2.5 ().

a) Seja f :R™ — R" de classe C'. Mostre que a funcio x — dim(ImD,(f)) é localmente néio decres-
cente.

b) Uma funcéo é denotada semicontinua superiormente em xg se, para cada ¢ > 0, existe um § > 0
tal que f(x) < f(xo) + € para qualquer x € Bs(xp). Mostre que x — dim(ImD ,(f)) é semicontinua
superiormente.

Questiao 2.6. Utilize os polindomios de Taylor de grau 1 e 2 para obter um critério necessario e um cri-
tério suficiente para f : R™ — R ter um méximo local em 0.

Questdo 2.7. Seja f : R™ — R” diferenciavel tal que df/du > 0 para qualquer u € S~ 1. Mostre

a) que f assume um minimo em {x: |lx|| < 1}, e
b) que existe um ponto critico em R”.

2.2 Integracao

Definicdo Diz-se ge A c R" tem contetido nulo se, para cada € > 0, existe m € N e retangulos R1,...,R,,
talque AcU;R; e Y ;volT; <e.

Questao 2.8. Suponha que (A,) é uma sequencia de conjuntos de medida nula. Mostre que |, A, tem
medida nula.

Questio 2.9 ().

a) Suponha que A tem contetdo nulo. Mostre que dA tem contetido nulo.
b) Suponha que A tem medida nula. Decide se 0A tem medida nula.

Questio 2.10. Seja A c R" e ¢ uma cobertura por abertos. Mostre que existe uma subcobertura enu-
meravel de A.

Questdo 2.11. Determine as seguintes integrais.



a) fe_x2_y2dxdy b) fe_xde

Questdo 2.12 (x). Seja f : R — R crescente. Mostre que os pontos de descontinuidade tem medida nula.

Questdo 2.13. Seja f :[a,b] x[c,d] — R continua e f/0y continua, e F(y) := f: f(x,y)dx. Mostre que

b
6F/0y=f 0f/0ydx.
a
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