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Questdo 1. (3p + 1p) Seja (X,d) um espaco métrico completo, T': X — X e C,, : N — (0,00) com
Y. Cn <ocotal que, para qualquerneNex,ye X,

d(T"(x), T"(y)) < Crd(x,y).

a) Mostre que existe x € X tal que T'(x) = x.
b) Mostre que, se T'(x) =x e T'(y) = y, entdo x = y.

Solucdo 1. a) Paraxe X, define x,, := T"(x). Entéo, para k2 >0
d(xn,x,.5) < Crd(x,xp)

k-1
<C, Y d(T’x, T %)
=0
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Ou seja, (x,,) é Cauchy. Como X é completo, lim,, x,, existe. Além disso, como T é Lipschitz
com coeficiente C1, T'(lim,, x,,) = lim,, T'(x,,).
b) d(x,y) = d(T™(x), T"(y)) < Cpd(x,y) == 0.

Questdo 2 (2 p). Seja (X,d) um espaco métrico compacto e C(X,R) o espaco das fungées con-
tinuas com valores em R. Seja & < C(X,R) tal que, para qualquer x € X e ¢ > 0, existe §, > 0 tal
que

If(x)—f(y)l<e VyeXcomd(x,y)<ob.efeZF.

Mostre que, para qualquer € > 0, existe um 6 > 0 tal que

If(x)—f(y)l<e Vx,yeXcomd(x,y)<defeF.

Solucao 2. Sejae >0 dado e 5, como no enunciado, mas em rela¢do com €/2. Dai, {B5_(x) : x € X}
é uma cobertura por abertos. Como (X,d) é um espaco métrico compacto, existe § > 0 tal que,
para qualquer x,y € X com d(x,y) <6, existe z € X tal que x,y € Bs,(2). Dai,

If) = fWI<|f@)-F@I+If@)-fM<e2+e2=c¢.

Questdo 3 (2p + 1p). Seja (X, d) um espaco métrico compacto e 7' : X — Ruma funcéo. Suponha
que, para qualquer x € X, existe Cy > 0 tal que |T'(x) — T'(y)| < Crd(x,y) para qualquer y € X.



a) Mostre que existe uma tal funcdo T tal que

T(x)-T
sup{—| (ﬁzxvygy)l :x,y(—:X,x;éy} =o0o0.

b) Explique, por que a prova anterior néo funciona:
Solucdo 3. a) SejaX ={(x,y):x€[0,1,0<y< x2}, d a métrica d((x,y), (%, ) :=x—X|+|y—7I
e T(x,y):=y/x parax #0 e T(0,0) = 0. Entio,
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No entanto

|T(x,6®)-T(x,00] x 1 -0
= =——00

d((x,x2),(x,0)) X2 x

Um exemplo unidimensional: f : x — x2sin(x~2), que é uma funcéo diferenciavel:
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b) Explique, por que a prova anterior ndo funciona: suponha que, para cada x € X, existe ¢, >
0 tal que |T'(x) — T'(y)| = Cd(x,y) para qualquer y € B,_(x). Dai, como no anterior, existe
um 6 > 0 tal que, para cada y,z com d(y,z) < 0, existe x: y,z € B¢ (x). Dai, d(Tz,Ty) <
d(Tz,Tx)+d(Tx,Ty) < 2C,e,. Ouseja, para controlar os coeficientes de Lipschitz, precisa-
se de controlar C,e,/d(y,z).

Questiio 4 (3p + 2p). Sejad =1, X :=[0,27]% e, paran € 7%,
@n: X —C,x— &)
Seja o < C(X,C) a algebra gerada por {¢, : n € Z%}.

a) Mostre que {R(f)+S(g): f,g € o/} é denso em C([0,27—¢]?,R), para qualquere > 0, usando
o teorema de Stone-Weierstrass na verséo real.



b)

Mostre que {R(f)+S3(g): f,g € o/} é denso em C(Y,R), para Y := R%/z%.

Teorema de Stone-Weierstrass. Suponha que X seja um espaco compacto de Hausdorff e <f
seja uma subdlgebra de C(X,R) que contém uma fungdo constante diferente de zero e que separa
pontos. Entdo <f é denso em C(X,R).

Solucdo 4. Note que

Ou seja, a algebra gerada por {R(g,)} e {S(p,)} é

a)

b)

B =R+ :f,ge A}

Basta mostrar que 98 contém uma funcio constante e separa pontos em [0, 27 —¢]%: Como
@0 = 1, basta mostrar a separacio. Sejam x = (x1,...xq),y = (y1,...vq) € R? tal que xj £ Yj
paraum j=1,...d. Entéo,

(pej(x)/(pej )= e ) = 1w y)),
Mas este quotiente € 1 se e somente se x;—y; € 2nZ. Ouseja, R, ;(x) = Ry, ;(y) € S, (x) =
S¢e,(y) se e somente se x; — y; € 2nZ. Entéo, a algebra separa pontos em [0, 27 — ele.

Qualquer funcao definido em R%/Z? pode ser representada como f : R — R, com f(x +
n) = f(x) para qualquer x € R? e n € Z%. Dai,

C(Y,R)={f e CR",R): f(x +n) = f(x)Vx,n € Z%}.

Em particular, os ¢, sdo definidas em Y. Além disso, pelo anterior, </ separa pontos
em Y e contém a funcio 1. Dai, a afirmacéo é uma consequéncia do Teorema de Stone-
Weierstrass.



