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Questao 1.5. Sejam (X,d) e (Y,d) espacos métricos, f : X — Y continua e (X,d) compacto. Mostre que
f é uniformemente continua, usando os niimeros de Lebesgue.

Questio 1.6. Seja f : R” — R continua tal que lim;j—o f(x) = co. Mostre que existe um minimo global.

1.2 Espacos de funcoes

Questdo 1.7. Seja A cR" e Cp(A,R):={f : A — R| f continua, ||f |l <oo}. Uma funcéo f : A — R chama-
se Lipschitz continua se existe L tal que

lfx)—fI<Lrllx—yl Vx,yeA.

a) Seja A compacto. Mostre que as func¢des Lipschitz continuas sdo densas em Cp(A,R) em relacdo
com a topologia induzida por | - [|oo-
b) Mostre que as fun¢des Lipschitz continuas e limitadas ndo sdo densas em Cj (R, R), mas densas em

{f :R— R| f uniformemente continua, | f |l < oo}.
Questio 1.8. Mostre que os polindmios em n varidveis ndo sdo densos em Cp(R",R).
Questio 1.9. Mostre que {f € cl: If loo < oo} é denso em Cp(R™,R).
Questdo 1.10. Suponha que f € C([a,b]) e que fab x" f(x)dx =0 para qualquer n € N. Mostre que ' =0.
Questao 1.11. Seja C([a,b]) :={f :[a,b] — R cont.} e

di(f,g):= fab lf()—g@)ldx, deo(f,g):=max{|f(x)-gx)l:x€la,bl}.
Mostre que id : (C([a,b]),d) — (C([a,b]),d1) é continua, mas que id : (C([a, b]),d1) — (C(la,b]),d ) ndo
é. Decide se os espacos sdo completos.
Questdo 1.12. Seja X um espaco localmente compacto e
C.(X):={f e C(X):3K c X compacto tal que f(x) =0Vx ¢ K}
Co(X):={f e C(X):Ve>03K c X compacto tal que |f(x)| <eVx ¢ K}

Mostre que o fecho em C.(X) em relacdo com a norma || - [|oo é Co(X).

1.3 Topologia
Questdo 1.13. Seja / : X — R. O grafo de f é o conjunto {(x, f(x)):x € X} < X xR.

a) Mostre que o grafo é fechado se f é continua.

b) Mostre que o grafo é compacto se f é continua e X é compacto.

c) Mostre que f é continuo se o grafo é compacto.

d) Mostre que f nio é necessariamente continua se o grafo é fechado.

Questdo 1.14. Sejam S, A € A espacgos conexos tal que (yep Sy # @. Mostre que Upep Sy # @ é conexo.
Questao 1.15. Seja S conexo. Decide se o interior de S é conexo.

Questdo 1.16. Seja (X,d) compacto e f : X — X um mapa tal que existe A € (0,1) tal que d(f(x), f(y)) <
Ad(x,y) para qualquer x, y € X. Mostre que existe um tnico ponto xg tal que f(xg) = xg.

Questio 1.17. Seja A € (0,1). Construa f : R — R tal que d(f(x), f(y)) < Ad(x,y) para qualquer x,y e R e
f(x) # x para qualquer x € X.
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