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Questio 1. (2p) Seja X :={z € C:|z| = 1} e F,,(2) := 2. Mostre que (X, Fg,Leb) e (X, F3, Leb) ndo
sdo conjugados na categoria mensuravel. Em outras palavras, ndo existe um mapa bimensuravel
¥ :X — X bimensuravel tal que Lebow =Leb e Fooy =woFs.

Solucdo 1. Suponha que existe um tal ¥. Entéo, pela construcio, A(Fg) = A(F3). Mostraremos
que hieph(F2) # hiep(F3): Para qualquer n € N, {(k/n,(k +1)/n) : £ =0,...,n— 1} é uma particdo
geradora. Pela formula de Rokhlin,

hreb(F) = flog T'dLeb =logn.

Versio independente da formula de Rokhlin: X pode ser identificado com [0,1] mod Lebesgue.
Seja ay, :={[0,1/n*),[1/n*,2/n*)---}. Com F*|[¢/n*,(¢ + 1)/n*) —[0,1) é sobrejetor e 1-1,

k-1
ap = v T_[al,
£=0
e a1 é um gerador. Dai,
o1 o1
h(F,)=1lim -H(az)=lim — — Z Leb(A)logLeb(A)
E k ko A,

1
=lim— - Y n"*logn® =logn.
k AE(Zk

Questio 2. (2p) Seja (X, ) um espaco de probabilidade e 22 o conjunto das parti¢cdes finitas
sem atomos de medida zero (i.e. @ € 2 se #a < oo e u(A) > 0 para qualquer A € a). Mostre que

d(a,p):= H(a|B) + H(Bla)

define uma distancia em 2 mod p.

Dica. H(a v Bly) = H(Bly) + H(a|B V ).



Soluc#io 2. E conhecido que H(a|f) = 0 if and only if § is finer than @ mod p. Hence, d(a, ) =0
se e somente se a = f mod p. Além disso,

H(aly)<H(aV Bly)
=H(ply)+H(alpVvy)
< H(Bly)+ H(alp)
Dai,
d(a,y)=H(aly)+ H(yla)
< H(Bly)+H(a|f)+H(yp)+ H(Bla) = d(a, f) + d(B, ).

Questio 3. (1+ 3p) Sejam (X,T,%8,u) e (Y,S,%€,v) sistemas dindmicos com probabilidades

invariantes e 7 : X — Y mensuravel tal que 7o T =Somev=pon L.

(1) Mostre que 2y (T) = hy(S).
(2) Suponha que o ( a0 Tkﬂ’l(cg)) =% mod p e que T é bimensuravel. Mostre que A ,(T) =
hy(S).

Solucdo 3. a) Seja a particdo de Y. Entio, 7~ () é uma particio de X. Dai,

=Y v@logv(A)=- Y vr lA)logv(n M A)N=- Y wB)logu(B).
Aca Aca Ben1(a)

Ou seja, como a entropia é um supremo, A ,(T) = 2,(S).
b) Seja a uma particio finita de Y e € > 0. Entdo, existe n € N tal que

H(ag™h = n(h (T, a) +e).

Pela hipotese, oV/}2 T*n~1(€) = % mod p. Dai, existe uma sequéncia de particdes f,, de
X tal que 777~ Y (Bn) =—= @ mod p. Dai,

H(T" 7 By 2= H(ag ™.
Porém, usando o fato que H(y) = H(yoT), obtemos que
H@ " Bn))i H=H(T™7n  Bn)g™H Z== H(al ™).

A afirmacéo é uma consequeéncia de H, (7 (8m))3 1) = Hy((Bn)7 ™).

Questio4 (1 +2p).SejaX =R%/7%2eT:X — X, (x,y) — (2x +y,3y).



a) Determine a entropia da medida de Lebesgue.
b) Mostre que a medida de Lebesgue é uma medida da entropia maxima.

Solucdo 4. a) Vamos analisar o mapa T'. Note que DT tem autovalores 2 e 3 e, em particular,
é diagonalizavel. Em particular, se z1,2z2 sdo suficientemente pertos, entio

2=d(T(z1), T(z2))/d(z1,22) < 3.

Dai, o mapa é expansor.
Em particular, como a medida de Lebesgue é invariante,

hrep(T) = flogdetDTdLeb(T) =log®6.

Versdo independente do Rokhlin: utilize os autovetores (1,0),(1,1) para definir uma particdo
geradora.

b) Para mostrar que a medida de Lebesgue é uma medida da entropia maxima, basta deter-
minar a pressido do potential zero (i.e., a entropia topologica). Pelo primeiro parte e o
principio variacional, sabemos que Aop(T) = log6.

Suponha que Ap(T) > log6. Entéo, existem €,6 > 0 tal que, para qualquer n suficiente-
mente grande, existe um conjunto F,, que é (n,e)-separado e #F, > (6 +5)".

Agora, suponha que x € F, e que 7,” é o ramo inverso associado ao x. Define U, :=
7. " (B(€/2)(T"x)). Pela mudanca de varidveis, Leb(Uy) = (detDT) " n(e/2).

E como Fy, é (n,e)-separado, U, NU, = @. Dai,

12 Y Leb(Uy) > (6 +6)'6 "n(e/2)? 2= oo,

x€eF,

Questio 5 (2 + 1 p). SejaY ={0,1}4, X ={0,1}", o o shift e

n:Y —->X, (x;:i€Z)— (x; : 1 e NU{0}).
Além disso, suponha que ¢ : Y — R satisfaz
—min{i=0:x; #y; OU x_; #y_;}

lpx) - <e

a) Mostre que existem funcoes ¢, : X - Reu:Y —-Rtalquep=¢iom+u—uoo.
b) Construa uma bijecéo entre os estados de equilibrio de (Y,o,¢) e (X,0,¢+).

Solucdo 5. a) ParaxeY,define (x):=(...0,x0,x1,...). Pela regularidade de ¢,

Z P(0'x)— p(o'R)
i=0

(o] .
< Z e l=elle-1).
i=0



b)

Dai, a soma e absolutamente convergente. Em particular,

ux):=Y @polx)— (o)
i=0

é bem definida e continua. Além disso, a convergéncia implica que

(&) o0
ux)—ulox) =Y @lo'x)—pa'2)— Y plo'x)— p(o'R) = p(x) — p(&).

i=0 i=1
Basta definir ¢, (x) := ¢(...00x9,x,1...), parax € X.
Como ¢ =@, om+u—uoa,obtém-se que [@dm = [ ¢, ondm , para cada probabilidade
invariante m, e que P(o,¢) = P(g,¢, o0). Além disso, a aplicacdo da questio 3b) implica
que, para cada m em (Y, o0)-invariante, que A, (0:Y = Y)=h,,,-1(0 : X — X). Dai,sem
é um estado de equilibrio de (X,0,¢), a medida transportada m on~! e invariante e, pelo
principio variacional,

P(Y,a,(p)zhm(a)+f (pdmzhmon-1(0)+f (p+dmon_1 =P X,0,¢0.).
Y X

Do outro lado, se m é (X,o)-invariante, a extensao natural (Y,o,m) de (X,0,m) é bem
definida e (Y, 0)-invariante. Dai, de novo pelo principio variacional,

P(X,U,(p+)=hm(0')+/ (p+dm=h,ﬁ(a)+f odm <P(Y,0,p).
X Y

Em particular, m — mon !

(Xyay(p+)-

é uma biijecdo entre os estados de equilibrio de (Y,o,¢) e



