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Questio 1. (1p + 1p + 1p + 1p + 2p) Seja (X, %, u) um espaco de probabilidadee 7: X — X
mensuravel com p = poT~1. Define

S: X x{-1,1} - X x{-1,1}, (x,/))— (Tx,-)),
e,paraAeBe je{-1,1} w4, )= S uA).

a) Mostre que a medida v é uma probabilidade S-invariante.

b) Mostre que (X x {-1,1},v,S) nunca é weak-mixing.

c) Suponha que (X,u,T) é ergédico. Mostre que (X x {-1,1},v,S) nfio é necessariamente
ergédico.

d) Suponha que (X, u,T) é misturador. Mostre que (X x {-1,1},v,S) é ergddico.

e) Suponha que (X, u,T) é fracamente misturador. Mostre que (X x {—1,1},v,S) é ergédico.

Solucdo 1. a) SejaAe%Beje{-1,1}. Entdo,
S™UAx{j)=1{(x,i): Tx€A,—i=j}=T 1(A) x {-j}.

Dai,
2v(STHA x (1) = 2v(TH(A) x {—j}) = w(T71(A)) = w(A) = 2v(A x {j}).

b) Seja A :=X x{1}. Entdo, v(A)=1/2 e

@ nimpar

TTMA)NA= {
A npar
Dai,

1n-l 1 n-1
lim — 3 VA2 -v(ANT "A)| = lim — y V(A2 — V(A N T 2" A))
TN ko n—co2n =

c) SejaX ={-1,1} e Tx = —x. Entdo,
ST, Du{(-1,-D) = {(~1,-Dru{, 1)}

Dai, {(1,1)}u{(-1,-1)} é um conjunto invariante de medida 1/2. Ou seja, S néo é ergédico.



d) Seja A c X x {1} mensuravel tal que v(A) > 0. Entdo, pelo teorema de Birkhoff,
1 n-1 1
:=lim — 1p08
f:=lim Py kgb A©

existe qtp e [ fdv = v(A). Suponha que f # v(A) qtp. Entdo, para B := {(x,1) : f(x,7) >
v(A)}, v(B) > 0. SejaB, :=Bn(X x {x1}) = B(i")) x {+1}. Entdo, usando no dltimo passo o
fato que T' é misturador,

n-1

17l 111
VAW(B.) <f13+fdv=1im— Y [ 1408%1p,dv=lim — Y ST 2A“)nBY)
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1
= AWBY) = v(AWV(B,).

Dai, v(B+) = 0. Do mesmo jeito, obtém-se que v(B_) = 0. Ou seja, f é constante e S é
ergodico.

e) Adaptacio da prova anterior, usando o fato que (T ~2"(A©) N B?) — (A )u(B?) fora
de um conjunto de densidade O.

Questio 2 (2 p). Mostre que a rotacéo irracional ndo é fracamente misturador (weak mixing).

Solucédo 2. Basta mostrar que 7' T néo é ergdédico. Para construir uma funcéo invariante,
usaremos as series de Fourier. Para k& = (k1,k9) € Z2 e x = (x1,x2) € T,

eni(k,TeBTx) _ eni(k,x)+ni<k,(p,P)>

nik,TeTx) _ ,

Para k1 = —kg, obtém-se que e 7k, Dai, T @ T ndo é ergédico e T nio é weak

mixing.

Questido 3 (2 p). Dé o enunciado do teorema da decomposigio ergddica de uma aplicacdo T :
X — X de um espaco polonés munido com uma probabilidade y tal que = po T 1.

Questdo 4 (1p + 1p + 2p (extra)). Seja (X,d) espaco métrico compact, T : X — X continua
e p uma medida T-invariante. Além disso, seja sl:i={zeC: |zl =1}, Y:X — St uma funcéo
continua,

S(x,t): X xS, (x,8) — (Tx,y(x)t),

e m := (Leb(S")) 'Leb a medida de Lebesgue normalizada em S'.

a) Mostre que o produto y®m é S-invariante.
b) SejaceSle

n—1
E::{(x,t)eXxsl: lim % Y fosk(x,t):ffdmmwec(xxsl)}.
n—oo =0

Mostre que (x,%) € E se e somente se (x,ct) € E.



¢) Suponha que T é unicamente ergédica e u® m é ergédica. Mostre que S é unicamente
ergodica.

Solucdo 3. a) Por Fubini,
ffOSd,u®m=ff(Tx,]/(x)t)du(x)dm(t)=ff(Tx,t)d/,t(x)dm(t)

=ff(x,t)d,u(x)dm(t)=ffdu@m

b) Seja fe(x,t):= f(x,tc). Entdo, [ fduem = [ f.du®m. Dai, para (x,t) € E,

lim ~ n Z foSk(x,ct) = Jim 15 Z F(T cty(x) - p(T* 2))

_nh—»rgo Z fe 0 S*(x,t) —ffcdpébm ffdu@m

c) Noteque,parar:X xSl - X, (x,t) — x, moS = Tom. Dai, se v é probabilidade S-invariante,
vor toT 1=voSlogl=von 1. Como T é unicamente ergédica, vor 1 = .
Suponha que v é ergédica. Pelo teorema de Birkhoff existe para qualquer f € C(X x S7)
um conjunto Qr de medida v total tal que

(%): hm ZfoSk(x,t)szdv

para qualquer (x,t) € Qr. Como C(X x S?) ¢ separavel, existe um conjunto Q de medida
v total tal que (*) vale para qualquer (x,) € Q e f num subconjunto denso em C(X x S7)
(em relagéo com || - [loo)-

Vamos mostrar que () vale para qualquer (x,¢) € Q e f € C(X x S"): Suponha que ||f -
Zlloo <e€. Entdo
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Dai, pela convergencia dominada, (*) vale para qualquer (x,t)€ Q e f € C(X x S").

Em particular, (x,t) € Q < (x,ct) € Q, para ¢ € S! qualquer. Ou seja, Q = Q@ x ST,
Pela desintegracdo de medidas, dv(x,t) = dp,(¢)du(x), para uma familia de medidas de
probabilidade {p,}. Dai, w(Q®) =1.

Seja g: X xS! — R continua e g.(x,t):= g(x, ct). Entdo, parax € Q¥ e t e S,

[gcdv—hm Z gcoSk(x t)
n—-1

1
=lim= ) gosk(x,ct)zfgdv
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Ou seja, a medida v(A x B) = v(A x cB) para qualquer ¢ € S'. Ou seja, ps(B) := V(A x
B)/v(A x S') é uma medida invariante sob translacées. Em particular, p4 = m. Como
estamos no espaco polonés, p, = m.



