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Questdo 1. (2p) Seha X um espaco de Banach reflexivo. Mostre que, para qualquer ¢ € X * \ {0},
existe x,., € X com |x,| =1 tal que

P(%pe) =sup{lop)| :x € X, l|x|l < 1}.

Solucdo 1. Como X é reflexivo, a bola unitario B := {x € X : | x|| < 1} é fracamente compacto.
Além disso, por definicéo, qualquer ¢ € X* é continua na topologia fraca: Para qualquer ¢ # 0
e z € C, existe x : ¢p(x) = z. Entéo

¢ M B) ={ye X :lp(y)—z| <e}

é aberto na topologia fraca por definicdo. Por compacidade, existe x; € B tal que |¢(x1)| =
sup{lp(x)|:x € X, |lx|l < 1}. Para A := @(x1)/|p(x1)] € Xy := A1,

P(Xne) = Ap(x1) = [@(ac1)| = sup {lpx)| : x € X, ||| < 1}.
Basta mostrar que ||x,. [l = 1. Mas se ||x,|l <1, entdo
(X )] = 1%l L sUP {l0(0)] 1 x € X, ]| < 1} > sup {lp(x)] 1 x € X, l|x)l < 1},

que é absurdo.

Questdo 2. (1.5p + 0.5p + 2p) Seja X = /P(N) paral<p <oo, Y =/ (N) e T: X — Y um
operador limitado.

a) Mostre que, para x,y1,%s,... € X, tal que y, — 0 (i.e. (y,) converge para 0 fracamente),
que
limsup [lx+y, 15 = lx]} +limsup |y 5.
n—oo

n—oo

b) Mostre que, parax € X, y, — 0 e qualquer ¢ > 0 que

1/p
17Ol + ¢limsup I Tynll1 < I Tl |le|§ +tPlimsup ||y, |I£
n—oo n—oo
c¢) Suponha que p > 1. Mostre que T' é compacto.
Dica. Mostre que a imagem sob 7' de uma sequéncia fracamente convergente em X é
fortemente convergente em Y.

Comentdrio. Pode-se aplicar o resultado de (a) para provar (b) e o resultado de (b) para provar
(c), sem ter provado estes previamente.



Solucdo 2. a) Suponha que x =(x1,...x,0,0,...) e ¥, = (y(l”),y(z”),...). Como y, — 0, obtem-

(n) _

se que lim,, y;’ = 0 para qualquer :. Entdo,
: ) X wp v S ()
. n n . n
limsup ) lx; +y,”1P+ Y 1y,”1P =) %P +limsup ) |y;”1P
noi=1 i=k+1 i=1 noj=k+1

= ||xI® +limsup [y, I
n

O caso geral é uma consequéncia do fato que o subespaco dos elementos com um niimero
finito de entradas néo nulos é denso.
b) Pela definicdo danormade T, [|T(x + typ)ll1 < Tl lx + ¢y, | ,. Dai, por (a),

1

. . v
1T+ tlimsup [Tynll1 < T (lellg +t”limsup IIynllz) .
n n

c) Pela definicdo de | T, existe (x,,) com |lx,, || = 1 para qualquer m e |Tx,, | — |T|. Se
yn — 0, mas y, 7 0, entdo y :=limsup, |y, |I§ > 0. Dai, por (b),

1 1
limsup |7y I1 = 5 (I70(1+77)7 = IT1).
n

Dai, a derivada de || T|| (1 +ytp)1/p em 0 é uma limitacéo superior para limsup,, |7y, 1.
Como d; (1 +ytp)1/p = y(1+ytp)1/p_1 tP~1 para p > 1, seque que limsup,, | Ty,ll; = 0. Ou
seja, [Ty, —0ll1 — 0.

Note que, como X é reflexivo, a bola unitdria é sequencialmente fracamente compacto.

Entéo, qualquer sequéncialimitada (x,) em X contem uma subsequéncia (x,,) fracamente
convergente. Pelo anterior, (x,,) converge na norma. Ou seja, T' é compacto.

Questdo 3. (3p+1.5p) Seja K < C compacto e X = C(K,C), o espaco das funcdes continuas
munido com || £ := sup,x |f(2)|. Para ¢ € X, define T, : X — X por T,(f)(2) = p(2)f (2).

a) Determine o espectro de Ty.
b) Determine o espectro pontual e o espectro continuo de T',.

Dica. Ty~ Aid =Ty,

Solucdo 3. a) Ao primeiro, discutiremos quando T, é bijetor.

Ao primeiro, note que Ty (f)(2) = Ty(g)(z) se e somente se ¢(z)(f(z) — g(z)). Dai, a acdo
de T, é injetor em C({z : ¢(2) # 0},C). Em particular, se {z : ¢(z) # O} é denso em K, T, ¢é
injetor.

Porém, se {z : ¢(z) # 0} contém um aberto U, entfo para qualquer func¢éio f com supp(f) c
U, tem-se que Ty(f) = 0. Como tais fun¢bes sempre existem, T, néo é injetor neste caso.



b)

Dai, para ver se T, ¢ bijetor, basta analisar o caso {z : ¢(z) # 0} denso em K. Se {z:
¢(z) = 0} = @, entdo inf,cx [p(2)| > 0 implica que 1/¢ € X e, em particular, T(;l =Ty, é
um operador bem-definido em X.

Do outro lado, se N :={z: ¢p(2) = 0} # @, entdo Tp(X) c {f € X : f|Iy =0} # X. Ou seja, T,
néo é inversivel.

Dai, pelo anterior e o fato que T, — Aid =T, 5,

0(Ty)={1€C: Ty~ Aid ndo ¢ inversivel}
={1eC: Ty, ndo é inversivel} = p(K).

Pelo anterior, T'y — Aid ndo ¢é injetor se {z : ¢(z) = A} contém um aberto. Ou seja,
0p(Ty) ={A:3U aberto com @(U) = {A}}.

Basta analisar o caso N :={z : ¢(z) # A} # @ e denso. Neste caso, como Ty 1 X)< {feX:
fIn = A}, segue que para qualquer c # A, existe um € > 0 tal que

{feX:lf-cll<einTy-1(X)=0.

Ou seja, 0.(Ty) = @.



