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Questio 1. (3p) Seja X um espaco de Banach real de dimenséo infinita. Mostre que o fecho
fracode {xe X : ||lx|| =1} éiguala{x e X : | x| < 1}.

Solucdo 1. Seja S : {x € X : |lx|| = 1}. Note que uma vizinhanca fraca de um ponto x € X tem a
forma
{yeX:|fix)-fi(y) <eparai=1,...,n},

parae>0,neNe fi,....,f[neX". Dai, x € S se e somente se, paracadae>0,neNe f1,...,fn €
X", existe y € S tal que |f;(x)— iy =filx—y)| <eparai=1,...,n.
Como € é arbitraria, é equivalenteax—y € ﬂleker(fi). Porém, como dim X = oo,

V= ﬂker(fi)?f{O}

i=1

pois os ntucleos tem codimenséo 1.

Dai, basta analisar a intersecéo de {x} + ﬂ;‘zl ker(f;) # {0} com S. Ao primeiro, se |x|| <1, segue
do fato que V é ilimitado que existe v € V tal que ||x + v|| > 1. Por continuidade, existe um ¢ =0
tal que |lx + tv|| = 1. Ou seja, obtemos que {x € X : || x| < 1} estd contido no fecho fraco de S.
Suponhe que [x|| > 1. Pela separacio de Hahn-Banach de conjuntos convexos, existe f € X*
separando {x} e {x € X : |lx|]| < 1}: f(x) > sup{y : x|l < 1}. Em particular, existe um € > 0 tal que
f(x)—f(y) > e para qualquer x € S.

Questdo 2. (2p + 0.5p + 1.5p) Seja X = Z2N)eT:X - X, (x1,%9,...)— (x1,x9—%x1,%x3—%2/2,%4 —
x3/3,...).

a) Mostre que 7' é um operador de Fredholm.
b) Determine ker X.
¢) Determine X/TX.

Solucdo 2. a) Vamos usar o teorema de Riesz para mostrar que 7' é Fredholm:

Argumento direto (ou de Arzela-Ascoli). Seja S((x1,x2,...)) := (0,x1,%2/2,...) € (x™) um se-
quencia em X com ™| < 1. Entéo, pelo argumento diagonal do Cantor, existe uma sub-
sequencia (np) / oo tal que, paracadai €N, limy_,, ) = x; existe. Em particular, para

i
cadae>0e N €N, existe K tal que |x; —xgnk)l < e para qualquer i < N e k = K. Portanto,
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Ou seja, T'(x\"*)) é sequencia de Cauchy. Ou seja, S é compacto. Ou, pelo teorema de Riesz,
T é Fredholm.

Argumento alternativo (usando que o conjunto dos operadores compactos é fechado). Seja
Sn(x1,%2,...)) :=(0,x1,x9/2,...,x,/n,0,...). Entéo, S, é compacto, sendo um operador de
posto finito (i.e., dim(S, (X)) < co). Além disso, para n > m,

1S (i) = Sm(GeDIZ = Y 1% 1*/i® < )M + D)2,
i=n+1

Ou seja, IS, =Sl < 1/(n+1) e (S,) é uma sequéncia de Cauchy. Como o espaco dos
operadores compactos é fechado, limS, =S é compacto. Ou, pelo teorema de Riesz, T' =
Id-S é Fredholm.

Para determinar o nucleo, note que

ker(T) = {(x;): T(x;) =0} ={(x;) : x1 = 0,x9 = x1,2x3 = x9,...} = {0}.

Pela parte (b), T é injetor. Dai, pelo teorema espectral para operadores compactos, 1 ndo
pretence ao espectro de S. Ou seja, Id — S =T é bijetor. Entdo, TX = X.

Argumento alternativo. Vamos agora determinar a classe de equivaléncia de 0 em X/TX.
Note que x ~ 0 se e somente se 3z € X tal que x = T'z. Para determinar z, note que x1 = 21
ex; =z; —z;—1/(i — 1), para i > 0. Em particular,

X1=21, X2=22—21 < 29=x2+x1, X3 =23—29/2 < z3=x3+(x9+x1)/2.

Para obter uma identidade para n arbitrario, suponhe que

Xn_1 Xn_9 X9 +x1 “2(n—-1-k)! 1
=x, + + ot _n+
T T - D(n-2) (-1 ,;0 (-t "ot
Entdo,como x; =z; —z;_1/(i — 1),
Xn—-1 Xn—-2 X9 + X1

= + — +ee 4
B =Tl D) an- D(n-2) nl
Entdo, se x, = 0 para qualquer n > N, segue da forma explicita acima que (z,) € X e que
T(z)=x. Como {(x;): AN t.q. x; =0Vi > N} é denso em X, T(X) é denso em X. Mas como
T é Fredholm, TX é fechado. Ou seja, TX = X. Dai, X/TX ={0}.



Questdo 3. (0.5p + 1.5p + 1.5p) Seja X um espaco de Hilbert, U : X — X uma isometria sobre-
jetora, E:={xe X :Ux =x} e Pg:X — E a projecdo ortogonal a E.

a) Mostreque H={x—-Ux+y: x€X,yeE} édenso.
b) Mostre que, para qualquer x € X,

c) Mostre que

n—oo

1 n-1
H(— Z Ul(x)) —Pg(x)
n =0

sup
neN

n-1
(Z U’)—nPE <00

i=0
se 1 ndo é elemento do espectro do operador T'|z..

Solucdo 3. a) Sejaze H*. Entdo, (z,x—Ux)=0 para qualquer x € X. Entdo,

b)

c)

(,x-Ux) =0 = (z,x) = (2,Ux) = (z,x)=({U"z,%),

para qualquer x € X. Ou seja, como o dual separa pontos,U*z =z. ComoU*U =id,Uz = z.
Ou seja, z€ E e H é denso.
ParaxeX,yeEez:=x-Ux+y (i.e. ze H), note que

(x—Ux,y) =(x,y) —(Ux,y) ={x,y) —({Ux,Uy) =0.
Dai, Pg(z) = y. Além disso,

1 n-1 1
=) U2)-Pg@Il=I=(x-U"@x)+y -yl

=

2
(Il + 1T ))<= ;lell

S|

Dai, a afirmacfo vale em H. Agora, suponha que z € H e x € X. Entdo, como U é isometria
e Pg é contracéo
1 n-1 1 .
l - Y Ulz—x)-Pg(z-x)| < -~ Y IUHz =)l + IPE(z - )l

i=0 i

1
S2||z—xll.ll;(x—U"(x))+y—y||-

Dai, a afirmacéo vale em H, tomando o limite z — x.

Ao primeiro, note que E* ¢ invariante sob U pois o produto interno é U-invariante.
Suponha que 1 ¢ S(E+). Entdo, U —id é inversivel. Em particular, existe C > 0 tal que
|Ux — x| = Cllx|| para qualquer x € E+. Usando o estimativo acima, obtém-se que

n-1
Z U'(Ux—-x)—nPg(Ux—x)

2
= (U™ (%) —x)| < 2|xll < U=,
1=0

Basta analisar o caso x € E e juntar os estimativos.



