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Questdo 1. (2.5p) Seja X um espaco de Banach e V,W subespacos fechados tal que Ve W = X.
ParaveVewe W, define P(v+w) =v e @(v+w) =w. Mostre que P,Q sio operadores limitados.

Solucéio 1. Suponha que (x,,P(x,)) — (x,y). Em particular, se x,, = v, +w, € V& W, entéo
P(x,) = v, —=x. Como V ¢ fechado, x€ V.

Dai, w :=lim(y — x,) = limw, existe. Ou seja, P(y) = P(v +w) = v. Dai, pelo grafico fechado, P é
continua.

Questao 2. (2p) Seja (x,) um sequencia em um espaco de Hilbert X. Mostre que lim,, oo x, = x
se e somente se lim, . |x, || = ||x] € x, — x fracamente.

Solucdo 2. Selim,,_.oc X, = x, entdo lim, . [lx, || = [x|| pela continuidade da norma e, para qual-
quer f € X*,lim,_ f(x,) = f(x) pela continuidade de f.
Do outro lado, se lim,,_., [, |l = x|, entdo

2 2 —
e —xl1” = llacn 1% = €, 200 — €2, ) + [l
Porém, pelo teorema de Riesz, y — (x,y) é um elemento de X *. Dai,

2 2 VY n—oo 2 T o\
ln = 2l1% = lxnlI” = (%, 20) = (%, 200 + x| —— 2[lx[I" = (x, %) — (x, %) = 0.

Questao 3. (3p) Seja p uma medida finita, ¢ : X — C uma funcfo limitada e mensuravel, e
T : L?(u) — L?(w) o operador limitado definido por T(f)(x) = f(x)@(x). Determine o espectro
pontual, residual e o espectro continuo de 7. E]

Dica. Teorema da convergancia mondétona.

Solucio 3. Basta considerar o caso A = 0. Note que T é injetor se e somente se
ker(T)={f :Tf =0q.t.p} ={f : f(x) =0 para q.t.p. x tal que ¢(x) = 0}.

Ou seja, ker T'= 0 se e somente se u({x : ¢(x) = 0}) = 0. Entdo,

op(T) ={A: u({x : p(x) = 1}) > O}.

121 éno espectro pontual se Ty — Aid nfo é injetor, A é no espectro residual se Ty, — 1id ¢ injetor e (Tp — A)(X) ndo é
denso em X, e A é no espectro continuo se Ty — 1id € injetor e (Ty — A)(X) é denso em X



Agora, suponha que u({x : ¢p(x) = 0}) = 0. Entéo, pelo teorema da convergéncia monotona,

plx :lp(e)| < e} =%0.

Dai, por mais uma aplicacéio do teorema da convergéncia monotona, para f € L2(u),

—0
If = FLygserls = 1f 1p<alls = f IF1f 2Ly < dp <—— f 0du =0.

Entdo, para qualquer f € L%(u) e e > 0, existe g e L2(u) e 5 > 0 tal que [| £ —gllz <€ € g = gl{pj>5)-
Além disso, T'(h) = g para
hi=1yps080

Como |A| < 67 Y g(x)l, h € L%(u). Em particular, 0.(T) = @ e, se u({|¢| > 6}) = 0 para um § > 0,
entdo T é inversivel. Segue que

oc(T)={A: u({x:lp(x)— Al <61} >0V > 0), u({p = A}) = 0}.

Questao 4. (2.5p) Seja X um espaco de Hilbert separdvel e 7' : X — X limitado. Mostre que
existe um sequencia de operadores (T, : X — X) de posto ﬁnittal que

lim ||T,,(x) - T'(x)|| = 0 para qualquer x € X.

n—oo
Solucdo 4. Como X é separavel, existe uma base ON {e, : n € N}. Define V,, := Spanf{e;,...,e,}.

Como dimV,, < oo, X =V, @ V.. e a projecéio ortogonal P, : X — V,, é bem definido.
Define T, := P, oT. Dai, parax € X,

lim || Ty (x) - T@) < [IT] lim [lx—P(x,)l = lim /Y [Kep,x)2 =0.
n—oo n—oo n—oo k>n
e

Selim, oo X, = x, entdo lim, . [, |l = x|l pela continuidade danorma e, para qualquer f € X*,
lim,,_.o f(x,) = f(x) pela continuidade de f.
Do outro lado, se lim,, .o llx, |l = |lx||, entdo

2 — 2% = 12, 1% = 2,20 ) = o6, %) + 1]l
Porém, pelo teorema de Riesz, y — (x,y) é um elemento de X *. Dai, por Bessel,
n—oo

ey — 2012 = Nl 12 — €2, ) — (0,200 + Nl 2> 2] 1% — (¢, %5,) — (%, ) = 0.

Além disso, T, é de posto finito pois T,(X) c V,,.

2T éde posto finito se dim 7(X) < co



