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Questio 1. (0.5p + 1p + 1.5p) Seja X = ¢P(N), para 1 < p <oo. Além disso, seja T' definido por
T((x1,%2,...) := (xg —x1,%3 — X2,...).

a) Mostre que 7' é um operador limitado.
b) Decide se T é injetor.
¢) Decide se T tem inversa limitada.

Solucdo 1. a) Obviamente, T é linear. Além disso, para x € £7, |T(x)|l = lI(xp —xp—1)p>1ll <
2|x|.
b) Note que

ker(T)={x:Tx=0}={x:xp —x_1=0Vk > 1} ={(¢,¢,¢,...) € P : t e K}.

Sep<ooet#0,entdo (¢,...) ¢ ¢P. Dai, neste caso, ker(T') = {0} e T é injetor.
Porém, se p =oco e t # 0, entdo (¢,...) € £°°, ker(T) = {(¢,t,...) : t € R}. Dai, neste caso, T é
ndo injetor.

c) Pela 2a parte, T ndo tem uma inversa para p = co.
No caso p < oo, considere ¢ = y; = y2--- = y, # 0 € y = 0 para qualquer £ > n. Em
particular, (x,) € £P. Além disso, T'((x3)) = (yz) se e somente se

Xo—Xx1=1t,x3—%2=1, .c.,Xp+1—Xn="1t,...,Xn+2 —Xpn+1 =0,...

Ou seja, (x,) € ¢P se e somente se x;, = 0 para 2 > n. Além disso, por inducio, obtém-se
que x, = —t, xp—1 = —2t, ... Dali,

Py =
vax n(p+1)
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Questio 2. (2p) Sejam X,Y espacos de Banache T: X —Y,S:Y* — X* operadores lineares
tal que f o T = S(f) para qualquer f € Y *. Mostre que T é limitado.

Solucéo 2. Pelo teorema do gréfico fechado, basta mostrar que {(x,T'x) : x € X} é fechado. Ou
seja, basta mostrar que (x,,Tx,) — (x,y) implica que Tx = y: Suponha que f € Y *. Entdo,

(F(x), f o Txn)) = (F (), S(f)xn)) == (f(x), S(f)x))

como S(f) € X* é continua. Pela continuidade de f, f(y) = S(f)(x) = f o T(x,). Ou seja, por
Hahn-Banach, y = T'x. Dai, {(x, Tx) : x € X} é fechado.



Questio 3. (2p) Uma base de Hame de um espaco de Banach X é um subconjunto {e; : i € J}
tal que para todo x € X existe um tinico subconjunto finito J, < J e tnicas a; € K (i € J,) tal
que x =Y ;eg a;e;.

Mostre que dim(X) = oo implica que / néo é enumeravel.

Solucdo 3. Suponha que J =N. Seja V,, := span{eg,eq,...e,}. Como dim(V,) < oo, V,, é fechado.
Além disso, UV, = X e, em particular, contém um aberto. Pelo teorema de Baire, existe um
n eNtal que int(A,) # . Como o translacdo é um homeomorfismo, obtém-se que existe r >0
tal que B-(0)c A,. Dai, A, =X e dim(X) < n.

Questio 4. (3p) Suponha que X é um espaco normado e que D < X um subespaco, D # {0}.
Mostre que as afirmacoes seguintes sdo equivalentes.

a) Paracada g e X*, (D)= {0} implica que ¢ = 0.
b) D é denso.

Solucio 4. Suponha que D é denso. Entdo, para qualquer x € X e qualquer vizinhanca U de x,
UnD # @. Dai, para qualquer ¢ e € > 0, 9" 1((p(x) — €, p(x) + €)) contém um elemento de D. Dai,
0 € (p(x) —€,(x) +€). Ou seja, p(x) = 0.

Suponha que D néo é denso e D # {0}. Entdo, existe um aberto U tal que U nD = @. Escolhe
x € U\{0} e note que KxnD = {0} pois D é um espaco vetorial. Dai, para qualquer z € span{D, x},
existe uma tnica decomposicdo z = Ax + v, para A€ K e v € D. Em particular,

@(2) = Allx|l
¢ um funcional linear definido em span{D,x}. Além disso, para A # 0,

lpx)l _ [Alllxll _ 1 lpAx + o)l _ leGx+o)l _ IAlIxll _ 1
[ Ax]] Al 7 lAx+oll Azl +lol — llAxl

Dai, [l¢ll = 1 e, pelo Hahn-Banach, existe uma extensio ¢ € X* com @(x) = ||x| # 0.

1Pelo Lema de Zorn, uma base de Hamel sempre existe.



