Prova Extramuros 2022 - Doutorado

Observacdo: Esta prova tem duracao de cinco (5) horas

Questdo 1 (1p). Seja U c R” aberto (n=2) e f: U — R parcialmente diferencidvel em U com
derivadas parcias continuas em U. Selecione as afirmacdes corretas.

(@) f écontinua em 0.
(b) f é continuamente diferencidvel em U.
Solucdo 1. (a) 0ndo pertence necessariamente a U.

(b) P ex. Theorem 6.3.8 em Tao - Analysis II, 3rd edition. Texts and Readings in Mathema-
tics, Volume 38 (2016).

Questdo 2 (1p). Seja A < [0,1]", n =2 tal que o fecho de A € [0,1]” (i.e., A é denso em [0, 1]").
Suponha que U é um aberto tal que A c U. Selecione as afirmagdes corretas.

(@ U>[0,1]™.
(b) U é denso em [0,1]".

Solucdo 2. U é denso pois [0,1]" = Ac U c[0,1]". Do outro lado, se A possui uma represen-
tagdo A ={x,:n=1,2,...} (i.e. A é enumeréavel),

oo
U:=Jly:lIx,—yl =37
n=1

é aberto e Vol(U) < 1/2. Dai, [0,1]” ndo é um subconjunto de U.

Questao 3 (1.5p). Considere o conjunto de sequéncias X = {(a,)n=1 : an € {0,1}}. Dado 0 =

(an)n=1 € Z associe o nimero
ap

o
nzl3

w@) =

Para o conjunto de ntiimeros reais A = {w(0) : 0 € Z} selecione as afirmacdes corretas.

(@) A éfechado.



(b) A é conexo
(c) A nao tem pontos isolados.

Solucao 3.
Considere a métrica d em X dada por d (0, B) = Z‘l?il '“"2#, onde 0 = (a,) e B = (by). O es-
paco (Z, d) € métrico compacto. Além disso, w torna-se uma funcao continua.

(a) A écompacto, sendo imagem de um conjunto compacto por uma funcao continua.

(b) A é um conjunto de medida zero. Dai, A contém nenhum intervalo. Do outro lado,
0=w(0,0,..)eAel/2=w(l,1,..)EA.

(c) Seja x =w((ay)) € A e k eN. Para (a,) definido por a, := a, paran # k e ay := ar +1
mod 2, obtém-se que
w((@n)) - (@)l =37%.

Dai, x nao é isolado.

Questdo 4 (1p). Seja U uma vizinhanca de 0 em R”, n =2 e f: U — R uma funcio tal que o
]

limite 0
t —
lim ftv) - f(0)
t—0 t
existe para qualquer v € R”. Selecione as afirmagdes corretas.

(@) f écontinua em 0.
(b) f édiferenciavel em 0.

Solucao 4. Escolhe uma funcdo ilimitada g : {x : |x|| = 1} — R e define f(x) := | xllg(x/lIx]).
Como g é ilimitada, existe x, tal que |g(x,)| > n?. Dai, lim,, | f(x,,/n)| = lim,, n = co.

Questao 5 (1.5p). Assuma que a série Z a, converge, a, = 0. Selecione as afirmacées corre-
n=1
tas.

L . ap
(a) A série Z — converge.
n=1

Va
(b) Asérie Y. ~—" converge.
n=1

Van
n2/3

(c) A série Z

n=1

diverge.



Solucao 5. (a) Note simplesmente que 0 < “—n" < a;. Portanto, pelo critério de comparacao

L Qan
asérie Y — converge.
n=1

(b) Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

n .

(Z““_’)Zf(éﬁz)(é%)=(§m)(§%)

Como por hipéteses Z an converge and a p-série Z — converge, entdo o lado direito
n=1 n=>1

i

n / i

da desigualdade anterior € limitado, logo Z —— élimitado e sendo a soma parcial de
i=1

nimeros ndo negativos temos a convergéncia da série em questao.

(c) Analogamente, como no item (b) a série converge.

Questio 6 (1p). E possivel representar o conjunto dos (x, y, z) tais que xy—zlogy+e¥*—e =0
na forma z = f(x, y) nas proximidades do ponto (0,1,1)?

Solucdo 6. Seja g(x,y,2z) = xy — zlogy + e’ — e, definida em R x (0, +00) x R. Temos que
g(0,1,1)=0e g é C'. Além disso,

0

—g(x,y, z) = —logy+ ye’?,

0z

logo ‘;—i(o, 1,1) = e # 0. Assim, pelo Teorema da Func¢ao Implicita, existe uma vizinhanca do
ponto (0,1,1) onde o conjunto {(x, y, z) : g(x, y,z) = 0} é o grafico de uma funcao ch flx, ),
ouseja, {(x,y,2):z= f(x, Y}

Questao 7 (1p). O ponto P = (1,-1,2) pertence a intersecao das superficies definidas por
x?(y* +z%) =5 e (x— 2)? + y* = 2. A curva formada pela intersecdo dessas duas superficies
admite, perto do ponto P, uma parametrizacao da forma (x, f(x), g(x)).

Solucdo 7. Seja f : R — R? definida por
fy2)=(PQ*+29) -5 x-22+y* -2).

Entdo, f(P) = 0. A matriz [f'(x, y,z)] tem 2 linhas e 3 colunas. Como queremos expressar as
varidveis y,z em funcao de x, temos de ver se é nao nulo o determinante da submatriz de
[f'(P)] formada apenas por
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Calculando essas derivadas, avaliando em P, e calculando o determinante vemos que ele
vale 4 # 0. Assim, pelo Teorema da Funcao Implicita, existe uma funcéo ¢ : I — R? definida
em um intervalo suficientemente pequeno (1 —§,1 + ) tal que para todo x € I, o conjunto
{(x,5,2): f(x,¥,2) =(0,0)} é o gréfico {(x, y,2) : (y,z) = @p(x)}. Escrevendo ¢(x) = (f(x), g(x)),
obtemos o resultado.

Questao 8 (2p). Considere a integral de linha

1
In_fcnm(xdy—ydx),

onde C,, é o circulo (x — n)® + y2 = (3/2)2. Entao, selecione as afirmacdes corretas :

@@ Ip=0,
(b) =0,
(c) =0,
d) I =27
Solucdo 8. Seja 0 = x2+y2 (xdy— ydx). Primeiro, verificamos que d6 = 0:
2, .2 2. .2 5.2
o = (x(J’xzer—;;;fx)dx/\dy— (%)dy/\dx,
= % (J;g/i;;c)zz_ y dxndy=0.

Isso é dizer que 0 é uma 1-forma fechada em R? \ {0}. Observamos que os circulos C; e C3 sdo
homologos a 0 em R*\ {0}, entdo pelo teorema de Stokes, f¢, 0 = [, 0 = 0. Também, Cy e C;
sdo homologos um ao outro em R?\ {0}, entdo fCO 0= fC1 0. Esse valor pode ser calculado pela
integral de linha em Cy:

x=3/2cos(1), y=3/2sen(t),
dx=-3/2sen(t)dt dy=3/2cos(t)dt
0 - fzﬂ (3/2)2(cos? (1) + sen?(1))
Co 0

3127 dt=2m.

Questao 9 (1p). Considere o espaco V das matrizes n x n, munido da norma qualquer. Dize-
mos que B € V é uma raiz quadrada de A se B®> = A. Existe § > 0 tal que, se | A— I|| <, entdo
A admite uma raiz quadrada.



Solucdo 9. Primeiro observe que I? = I, logo I admite raiz quadrada. Considere a funcao
f: V=V, f(B)= B2. Calculemos sua derivada. Temos

f(B+H)=B?+BH+HB+ H>.

Entdo, pondo e(H) = H?, vemos que para cada B € V, f'(B) é o operador linear de V em V
que acada H € V faz corresponder f'(B)(H) = BH+ HB. Assim, f'(I)(H) = 2H (ou, por outras
palavras, f'(I) = 2I). Vemos entdo que f’(I) € GL(V) é invertivel.

Supondo que provamos que f € C!, entdo pelo Teorema da Fungao Inversa, concluimos que
existe W uma vizinhanca suficientemente pequena de f(I), que podemos tomar da forma
{A:|A—= f(D)| < &}, tal que f~! é uma bijecdo entre W e uma vizinhanca de I. Isso quer dizer
exatamente que para cada A em W, existe um (tinico) B (que estd perto de I) tal que f(B) = A,
ou B? = A.

Questdo 10 (1.5p). Seja f: R” — R” uma aplicacdo diferencidvel com inversa diferencidvel.
Um ponto p é dito fixo se f(p) = p. Para um ponto fixo p denotemos por

0p(f) ={A: A éum autovalor de D f,}

o espectro da diferencial de D f,.
Além disso, dizemos que p € hiperbolico se o, (f) N S! = @, ie., ndo existe autovalores de
modulo 1. Selecione as afirmacdes corretas.

(a) Sempre existem pontos fixos.
(b) Pontos fixos sdo isolados.
(c) Pontos fixos hiperbélicos sdo isolados.

Solucdo 10. (a) Tome v € R"\{0} e tome f(x) = x + v. Claramente, f ndo tem pontos fixos.
Logo a afirmacao é falsa.

(b) Tome f(x) = x. Logo a afirmacdo é falsa.

(c) Assuma que f(p) = p é fixo hiperbélico. Assuma por contradi¢do que existe p, pontos
fixos i.e., f(pn) = pn tal que p;,, — p. Entdo usando a série de Taylor para f centrada em

p temos
p—pn=[f(p)—f(pn) =Df(p)(p—pn)+ AP - Pp),
A — —
onde lim Alp = pn) =0. Como PP | 1, entdo passando a uma subsequéncia
=00 [|p — pall llp = pall
assuma que % — v # 0. Portanto, passando da equacao anterior temos que
P = Pn

Df(p)(v) = v e p ndo é fixo hiperbdlico.



Questdo 11 (Cancelada). Seja A < [0,1]", n =1 tal que o fecho de A é [0,1]" (i.e., A é denso em
[0,1]"), e suponha que f: A — R é continua. Selecione todas as afirmagdes corretas.

(a) Entdo, existe uma funcéo continua f : [0,1]" — R tal que fl = f.
(b) Se f élimitado, entdo existe uma funcéo continua f : [0,1]" — R tal que f|a = f.

(c) Se f € Lipschitz continu entdo existe uma funcdo Lipschitz continua f : [0,1]” — R
tal que fla = f.

(d) Seexiste f:[0,1]" — R continua tal que f|a = f, entdo f é unicamente determinado.
Solucao 11. (a,b) Seja f:(0,1] — R, x — sin(1/x). Entdo, lim,_.¢ f(x) ndo existe.

(c) Note que a condicdo de Lipschitz implica que (f(x,)) € uma sequencia de Cauchy se
(x,) é Cauchy. Em particular, lim, f(x,) existe. Sejam x, y € [0,1]" e (x5), (¥») sequen-
cias tal que x, — x e y, — y. Entao,

li,rlnlf(xn) —flywl=Climllx, —yul =Clx-yll.

Em escolher x = y, ontém-se que a fungéo def. por f(x) :=1lim,, f(x,) é bem definida.
Além disso, para x, y qualquer, obtém-se que f é Lipschitz.
(d) A continuidade e existencia de f implica que
lim £ (xp) = lim f(y) = f (x)
para (xp), (y») com x, — x, yp — x. Entao, qualquer extensdo continua de f tem que
serigual a f.

Observacdo: No enunciado, hd um erro de digitacdo: f|a = ? deve-se ler fl A = f. Por esta
razdo, a questdo foi cancelada.

Questdo 12 (1.5p). Seja A c R"” um conjunto limitado tal que para cada par de elementos
X,y € A, existe um caminho y : [0,1] — A continuo e retiﬁcéveﬂ comy(0)=xay(l)=y.Além
disso, seja

0(x,y) :=inf{¢(y) : v:[0,1] — A cont. e retificivel com y(0) = x,y(1) = y},

onde ¢(y) é o comprimento da curva y. Selecione todas as afirmacdes corretas :

1A funcdo f é Lipschitz continua se existe C > 0 tal que | f(x) — f())| < Cllx— y|| VX, y € A.
20usseja, £(y) :=limp—co X1_, ||y (k/n) =y (k= 1)/ n)| existe e ¢ finito.



(a) 6 é uma métrica
(b) sup{d(x,y):x,y€ A} <oo
(c) Se A é compacta, sup{d(x,y):x,y€ A} <oo

Solucao 12. (a) Adesigualdade triangular é uma consequencia do fato que a concatenacao
de dois caminhos retificaveis € retificidvel. Para ver que d(x, y) > 0 para x # y basta
aplicar o fato que o R” é um espaco geodésico.

(b-c) Escolhe uma curva y; : [0,00) — R” diferenciavel e injetora tal que y([0,00)) é um con-
junto limitado e y(oco) := lim;y(#) ¢ y([0,00)). Além disso, escolhe um caminho ¥ :
[0,1] — R" retificavel de y(0) a y(oo) tal que 7([0,1]) N y([0,00)) = {y(0)}. Por exemplo,
n=3e
y(8) = %(cos t,sint,0), y(1) := (£,0, (1 - 1)).

Neste caso, A é compacto e Aé homeomorfo a um circulo. Em particular, para qualquer
par x,y € A, existe um caminho de x a y que nao passa por y(co). Em particular, este
caminho é retificavel.

Do outro lado,
lim 6 (y(00),y(8) = lim £(¥) + £ (ylj0,5) = 0.
t—oo t—o0

Observacdo: Note que todo espaco métrico compacto tem diametro finito. Porém, o exemplo
acima mostre que a topologia induzida por 6 ndo necessariamente é compacta.

Pontuacdo. A pontuacdo de uma questdo é determinado pela formula

B #{respostas corretas} — #{respostas erradas}
(Pontuacdo max.) x max- 0, .

#{respostas}

Exemplo: No caso de uma questdo com 3 pontos, 2 respostas corretas, uma errada e trés

indecididas, a pontuacao final é 3 x % =0.5.
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Identidade e respostas

Nome:

Identidade [ Passaporte [ Cédula deidentidade
Identidade (numero)
Instituicao de aplicacao
Assinatura

Resposta 1 (1p). Resposta 8 (2p).

(@) Overidica Mfalso Onao sei (@) Overidica Mfalso Onao sei
(b) Mveridica Ofalso [nao sei (b) Overidica Mfalso [nio sei

Resposta 2 (1p). (c) Mveridica Ofalso [Onao sei
(a) Overidica Mfalso [ nao sei (d) Overidica Mfalso Onaosei
(b) Mveridica Ofalso [Onao sei Resposta 9 (1p).

Resposta 3 (1.5p). (a) Mveridica [Ofalso
(a) Mveridica Ofalso [Onao sei

Resposta 10 (1.5p).
(b) Overidica Mfalso [Onéo sei
(a) Overidica Mfalso [Onao sei
(c) Mveridica Ofalso [Onao sei
(b) Overidica Mfalso [Onao sei

Resposta 4 (1p).

) ) (c) Mveridica Ofalso Onéao sei
(a) Overidica Mfalso [Onao sei
(b) Overidica Mfalso Onao sei Resposta 11 (Op).

Resposta 5 (1.5p). (a) Overidica Mfalso [Onao sei
(a) Mveridica Ofalso Onao sei (b) Dveridica Mfalso [nao sei
(b) Mveridica Ofalso [Ondo sei (c) Wveridica Ofalso [ nao sei
(c) Overidica Mfalso [Onio sei (d) Wveridica Ofalso [nao sei

Resposta 6 (1p). Resposta 12 (1.5p).

(a) Mveridica Ofalso (a) Mveridica Ofalso [Onao sei

Resposta 7 (1p). (b) Overidica Mfalso [Ondosei
(a) Mveridica Ofalso (c) Overidica Mfalso [Onao sei



