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1 Derivadas

1.1 Propriedades Basicas de Derivadas e Fungoes Derivaveis

Definigao 1.1. Sejam A C R um subconjunto, f: A - R e zg € A um ponto
de acumulagao de A. Dizemos que f é derivavel ou diferenciavel em zy € A
se existe a € R tal que

i @) = (F(20) + a(z — x0))

T—o Tr — X9

=0.

Equivalentemente, trocando h = = — xg, € o limite

tim & (f(0 + h) — (F(ro) +ah) = 0.

h—0

Proposigao 1.2. Sejam A C R e xg um ponto de aculula¢io de A. Uma fungdo
f:A:—= R € derivavel em o se e somente se o sequinte limite existe:

L J@) = (o)
T—rTo T — X

Definigao 1.3. Seja f: A — R uma fungao e zg € A um ponto de acumulacio
de A. Se f é derivével em zg, a derivada de f em zy é denotada por f'(zg) e
definida por

o) — tim £ =)

T—T0 T — To
Se f é derivavel em todos os pontos do seu dominio dizemos que f é derivavel.

Proposigao 1.4 (Propriedades de Derivadas). Sejam f,g : A — R funcdes
derivdveis no ponto de acumulagcdo xg € A e seja ¢ € R. Entdo,

1. f+gq,cf, f—g, fg sao derivdveis em xq e,
(a) (f +9) (wo) = f'(w0) + ¢'(w0),
(b) (cf) (zo) = c.f'(20),
(¢) (f —9)(z0) = f'(x0) — g'(20),
(d) (fg)' (xo) = f'(w0).g(x0) + f(x0)g (x0)
2. Se g(xg) # 0, entao f/g € derivdvel em xg e

Y _ f'(®o)g(x0) — f(w0)g (z0)
(g> (o) =

g(wo)?

Proposicao 1.5. Seja f: A — R uma funcdo derivdvel em xog € A. Entao f €
continua em xg.

Proposicao 1.6 (Regra de Cadeia). Para subconjuntos A,B C R, sejam f :
A—Reg: B — R fungies com a condigio que f(A) C B. Entao, se f é
derivdvel em xg € A e g € derivdvel em f(xg) € B, entdo a composicio go f é
derivdvel em xg e

(9o f)(zo) = g'(f(x0))-f'(x0).



Proposigao 1.7. Sejam A, B C R subconjuntos e f : A — B uma fung¢do
invertivel. Se f é derivdvel em xo € A com f'(x9) #0 ese f~1: B — A ¢
continua no ponto f(xg), entdo f=1 é derivdvel em f(xq) e

1
—1y/
x0)) = ———.
() (@) = F
Definicao 1.8. Seja f : A — R uma fungdo no conjunto A C R. Dizemos

que f toma um méximo local em zy € A se para algum ¢ > 0 e para todo
x€ AN (xg—9d,z0 +9),

fx) < f(xo).
As defini¢oes de minimo local e extremo local sdo parecidas.

Teorema 1.9. Seja f : A — R uma funcdao real. Suponha que zo € A° € um
ponto interior de A e que f toma um extremo local em xqy. Se f € derivdvel em
xg, entao f'(xzg) = 0.

Teorema 1.10 (Teorema de Rolle). Seja f € C([a,b]). Isso € dizer, f é continua
no intervalo compacto [a,b]. Se f é derivdvel no interior (a,b), entio existe
¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Corolario 1.11 (Teorema de Valor Médio). Se f uma fung¢do que é continua
em [a,b] e derivdvel em (a,b), entao existe c € (a,b) tal que

f() = fla) + f'(c) (b — a),
ou, equivalentemente,

R IUES (G}

Definicao 1.12. Para A C R, a funcao f: A — R é crescente em A se para
todo a,b € A com a < b, temos f(a) < f(b). f é estritamente crescente se

a < b implica que f(a) < f(b).
A definigao de (estritamente) decrescente é parecida.

Corolario 1.13. Seja I C R um intervalo ndo degenerado e sejam f,g: 1 — R
funcdes continuas e derivdveis em I. Entao, se para todo x € I, temos

1. f'(x) >0, entao f é crescente;

2. f'(x) > 0, entdo f € estritamente crescente;
3. f'(z) <0, entdao f € decrescente;

4. f'(x) <0, entdo f € estritamente decrescente;
5. f'(x) =0, entdo f é constante;

6. f'(x) =g'(x), entio f — g é constante.

Teorema 1.14 (Teorema de Valor Médio de Cauchy). Sejam f, g fungdes que
sao continuas em [a,b] e derivdveis em (a,b) e tais que ¢'(x) # 0 para todo
€ (a,b). Entdo, g(a) # g(b) e eziste ¢ € (a,b) tal que

)~ f@) _ o)
g0 —gla) ~ g0




1.2 As Férmulas de Taylor

Definigao 1.15. Sejam I C R um intervalo e f : I — R uma funcao derivivel
em I. Dizemos que f é duas vezes derivavel em z( € I se a fungdo f': I — R
é derivavel em z.

A segunda derivada de f em z( é (') (xo) e é denotada f" ().

Analogamente, podemos definir a terceira, etc, derivada. Dnotamos a n-
éssima derivada por f(")(z(). Notamos que para definir f(™) (zq), £~V (z) deve
ser definida em uma vizinhanca aberta de xy e nao apenas em xy.

Definigao 1.16. Se f é n-vezes derivavel em I e se f(") € C(I), entdo dizemos
ge f é de classe C* em I. O conjunto de funcoes de classe C* em I é denotado
por C¥(I). Se f € C"(I) para todo n € N, entdao dizemos que f é suave ou é
de classe C'*° escrevemos f € C(I).

Definicao 1.17. Seja f uma funcao n-vezes derivavel em xy. O polinémio de
Taylor de f de grau n em xq é

(n) (4
pal@) = Flzo)+ o) (o —wo) 4+ T gy
7 @)
= kZ:O 7l 0 (x—l‘o)k

Teorema 1.18 (Férmula de Taylor, com resto de Peano). Seja f uma fun¢éao
(n —1)-vezes derivdvel no intervalo I e n-vezes derivdvel no ponto xg € I. Entdo
escrevendo f(xg+ h) = pp(zo + h) +r(h), temos

lim r(2)

h—0 h" =0

Teorema 1.19. Seja f : [a,b] — R uma fungdo que satisfaz
o f € C"([a,b]), € n-vezes derivdvel e as derivadas sGo continuas em [a,b];
o f é(n+ 1)-vezes derivdvel em (a,b).

Seja

f(a)

n!

po(z) = fla) + f'(a) (w —a) + -+ (x —a)",

o0 n-éssimo polinomio de Taylor de f no ponto x = a. Entdo, existe ¢ € (a,b) tal
que

FO(e)
(n+1)!

Proposicao 1.20 (I'Hépital de tipo 0/0). Sejam f e g funcdes derivaveis em
(a,b) e suponha que

f(0) = pn(b) + (b—a)"tL.

;vl—l>r<rzl+ f(iv) - a:]irg+ g(m) =0
Suponha que g'(x) em (a,b) e que o limite lim, .+ (f'(x)/g'(x)) existe e € finito.
Entao, o limite lim,_,,+(f(x)/g(x)) existe e vale

@ S

z—at g(x) o r—at g’(x) ’




1.3 Funcgoes Convexas

Defini¢ao 1.21 (Funcdo Convexa). Para I C R um intervalo, uma fungao
f:I — R é convexa se para todo a,z,b € I com a < z < b temos

f() = f(a)

b—a (:z:—a),

f(z) < fla) +
ou, equivalentemente,

f(b) = f(a)

p— (x —b).

f(z) < f(b) +
Isso é: o valor da funcgao f(x) é sempre menor ou igual ao valor da fungio que
determina a linha secante em R? entre os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) no gréfico
de f.

Teorema 1.22. Se f: I — R € convexa, entao para todo c € I°, entao existem
as derivadas laterais

fie) = tm TS0
o - 1

Corolario 1.23. Uma func¢ao convexa f: I — R € continua em todo ponto no
interior de I.

Teorema 1.24. Supomos que f € derivdvel. As condi¢oes sequintes sao equiva-
lentes para uma funcao f: 1 — R derivdvel em I:

1. f € convexa;
2. a derivada [’ : I — R € mondtona nao-decrescente em I;

3. para quaisquer a,x € I, temos
f(@) = f(a) + f'(a) (x — a).

Ou seja, o grdfico y = f(x) fica por cima da linha tangente y = f(a) +
f'(a) (x — a) ao grifico em (a, f(a)).

Corolario 1.25. Se f € conveza e derivdvel em I e f'(a) =0, para a € I, entdo
a ¢ um ponto minimo absoluto de f. Isso € dizer:

fla) < f(x), Vzxel.

Corolario 1.26. A funcao duas vezes diferencidvel em I f: 1 — R € conveza
se e somente se f"(x) > 0 para todo x € 1.

Definigao 1.27. Seja I C R um intervalo. Uma funcao f : I — R é concava
se —f é convexa.

Definicao 1.28. A funcao f : I — R é estritamente convexa se para todo
a,r,b €l coma < x <b, temos

flx) < fla) + ==—"——



Teorema 1.29 (Desigualdade de Jensen). Sejam f : I — R uma fungdo conveza,
pontos ai,...,a, € I e pesosty,... t, €[0,1] com t1 +ta+---+t, = 1. Entdo,
temos

fltiar + -+ than) < tif(ar1) + -+ taf(an).
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