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1 Introdução

A área que chamaremos por Geometria Complexa intersecta diversas áreas
diferentes de matemática. Os objetos principais que estudamos são de variedades
complexas, que são variedades diferenciáiveis em que nós temos um conceito
de holomorficidade de funções. Com isso, abrem aplicações e conexões com
geometria algébrica, folhações e análise complexa, e também outras áreas de
geometria diferencial a partir do estudo de métricas Riemannianas, formas
simpléticas e outras estruturas geometrias que são compat́ıveis com a estrutura
complexa.

Estudaremos, entre outras coisas,

• Elementos de várias variáveis complexas,

• Variedades complexas,

• Feixes e cohomologia de Čech,

• Fibrados vetoriais, conexões e curvatura,

• A teoria de Chern-Weil e classes caracteŕısticas,

• A teoria harmônica em variedades compactas complexas,

• Variedades Kählerianas.

3



2 Elementos de Várias Variáveis Complexas

2.1 Primeiras definições

Começamos com a definição mais importante do curso.

Definição 2.1. Uma variedade complexa de dimensão complexa n é uma
variedade diferenciável real M de dimensão real 2n, equipada com um subatlas
de cartas A = {(Uα, ϕα)}α∈A, com

ϕα : Uα −→ ϕα(Uα) ⊆ Cn ∼= R2n

tal que para todo α, β ∈ A,

ϕα ◦ ϕ−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) −→ ϕα(Uα ∩ Uβ)

é uma aplicação holomorfa de subconjuntos abertos de Cn.

Para isso fazer mais sentido, reparemos os conceitos iniciais de análise complexa.

Para z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, onde zj = xj +
√
−1yj , escrevemos

dzj = dxj + idyj ,

dz̄j = dxj − idyj ,

para os covetores complexos em Cn ∼= R2n. Também definimos

∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
− i ∂

∂yj

)
,

∂

∂z̄j
=

1

2

(
∂

∂xj
+ i

∂

∂yj

)
,

que consideramos ou como operadores diferenciais

∂

∂zj
: C∞(U),C) −→ C∞(U,C)

ou como campos vetoriais complexos, ou como vetores tangentes complexos em
um ponto. Com essas definições nós temos dzj(∂/∂z̄k) = 0 e

dzj
(

∂

∂zk

)
= δjk =

{
1 se j = k,

0 se j 6= k.

Observação: Para U ⊆ Cn um subconjunto aberto e f ∈ C∞(U,C), a derivada
exterior escreve-se como

df =
∑
k

(
∂f

∂zj
dzj +

∂f

∂z̄j
dz̄j
)
.

Definição 2.2. Uma função suave f é holomorfa em U ⊆ C se e somente se
∂f
∂z̄j = 0 para todo j = 1, . . . , n.

Observamos que se f = u+ iv, essa condição é equivalente às condições

∂u

∂xj
=

∂v

∂yj
,

∂u

∂yj
= − ∂v

∂xj
.
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2.2 Resultados em uma variável

Lembramos o teorema de Cauchy para funções de uma variável complexa . Sejam
∆ = {z ∈ C | |z − z0| < R} um disco em C e f ∈ C∞(∆). Para todo z ∈ ∆, nós
temos

f(z) =
1

2πi

∫
∂∆

f(w)dw

w − z
+

1

2πi

∫
∆

∂f

∂w̄

1

w − z
dw ∧ dw̄.

Para demonstrar isso, considere ∆ε = ∆ \ ∆(z, ε). Então, a 1-forma η(w) =
1

2πi
f(w)
w−z dw é suave em ∆ε e

dη =
1

2πi

∂

∂w̄

(
f(w)

w − z

)
dw̄ ∧ dw

=
−1

2πi

1

w − z
∂f

∂w̄
dw ∧ dw̄.

pois dw ∧ dw = 0. Pelo teorema de Stokes, temos
∫

∆ε
dη =

∫
∂∆

η −
∫
∂∆(z,ε)

η.

Portanto, a forma dη pode ser integrada sobre o disco ∆(z, ε), e temos∫
∆(z,ε)

dη =
1

2πi

∫
|w−z|<ε

1

w − z
∂f

∂w̄
dw̄ ∧ dw,

=
1

2πi

∫ 2π

0

∫ ε

0

∂f

∂w̄
2ie−iθdrdθ,

= O(ε) −→ 0, quando ε→ 0.

Isso significa em particular que limε→0

∫
∆ε
dη =

∫
∆
dη. Para o termo de bordo,

temos ∫
∂∆(z,ε)

η =
1

2πi

∫ 2π

0

1

εeiθ
εf(z + εeiθ)ieiθdθ,

=
1

2π

∫ 2π

0

f(z + εeiθ)dθ.

Por continuidade, essa integral converge para o valor f(z) quando ε→ 0. Assim,
vemos que

∫
∂∆

η = f(z) +
∫

∆
dη como desejado.

Proposição 2.3. (sem demonstração) Uma função f ∈ C∞(U) é holomorfa
se e somente se f é anaĺıtica, e se e somente se para todo z0 ∈ U , f(z) =∑∞

n=0 an(z − z0)n, o que é convergente em alguma vizinhança de z0.

Teorema 2.4. Para ∆ = {z ∈ C | |z| < 1}, sejam g ∈ C∞(∆) e

f(z) =
1

2πi

∫
∆

g(w)

w − z
dw ∧ dw̄.

Então f é suave em ∆ e satisfaz

∂f

∂z̄
= g.
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Demonstração: Para z0 ∈ ∆ fixado, veremos que ∂f/∂z̄(z0) = g(z0). Seja
ε > 0 suficientemente pequeno que ∆(z0, 2ε) ⊆ ∆. Usando uma função de
corte, escreva g como g(z) = g1(z) + g2(z) onde g1 é identicamente nula fora
do conjunto ∆(z0, 2ε) e g2 se anula dentro do disco ∆(z0, ε). Em particular
g2(z0) = 0. Então definimos

fj(z) =
1

2πi

∫
∆

gj(w)

w − z
dw ∧ dw̄,

tal que f = f1 + f2. Para z ∈ ∆(z0, ε), não existe uma singularidade na integral
de f2 pois a função g2 é identicamente nula em ∆(z0, ε), e então podemos trocar
a derivada ∂/∂z̄ e a integral sobre ∆:

∂f2

∂z̄
=

1

2πi

∫
∆

g2(w)
∂

∂z̄

1

w − z
dw ∧ dw̄ = 0,

que é dizer que f2 é holomorfa em ∆(z0, ε). Pelo outro lado,

f1(z) =
1

2πi

∫
∆

g1(w)
1

w − z
dw ∧ dw̄,

=
1

2πi

∫
C
g1(w)

1

w − z
dw ∧ dw̄,

=
−2i

2πi

∫ 2π

0

∫ ∞
0

g1(z + reiθ)eiθdrdθ.

O integrando é suave e limitado em r, θ e z, então de novo podemos trocar a
derivada e a integral e temos

∂f1

∂z̄
=
−2i

2πi

∫ 2π

0

∫ ∞
0

∂

∂z̄
g1(z + reiθ)e−iθdrdθ,

=
−2i

2πi

∫ 2π

0

∫ ∞
0

∂g1

∂w̄
(z + reiθ)e−iθdrdθ,

=
1

2πi

∫
C

1

w − z
∂g1

∂w̄
dw ∧ dw̄,

= g1(z0),

com a última igualdade seguindo pelo teorema de Cauchy acima. Concluimos
que f é suave e ∂f/∂z̄ = g.

2.3 Os teoremas de Hartogs e de Weierstrass

Agora supomos que n ≥ 2 e que U ⊆ Cn é um subconjunto aberto. Seja
f ∈ C∞(U) uma função suave em U . Então,

df =
∑
j

(
∂f

∂xj
dxj +

∂f

∂yj
dyj
)
,

=
∑
j

(
∂f

∂zj
dzj +

∂f

∂z̄j
dz̄j
)
.

Dizemos que uam função suave f ∈ C∞(U) é holomorfa se ∂f
∂z̄j = 0 para todo

j = 1, . . . , n. O conjunto de funções holomorfas em U é denotado por O(U).

6



Proposição 2.5. 1. Se f é holomorfa, então é anaĺıtica.

2. Se f e g são funções holomorfas num conjunto aberto e conexo U , e se
f ≡ g em algum subconjunto aberto, então f ≡ g em U .

3. Se f é holomorfa num conjunto conexo e se |f | assume o seu valor máximo
num ponto de interior de U , então f é constante.

Teorema 2.6. (Hartogs) Em C2, sejam, para 0 < r < R,

U = ∆(R) = {(z1, z2) | |z1|, |z2| < R},
V = ∆(r) = {(z1, z2) | |z1|, |z2| < r} ⊆ U.

Então, toda função holomorfa numa vizinhança de U \V estende-se a uma função
holomorfa em U .

Demonstração: Para z1 fixado, o conconjunto (U \ V ) ∩ {z1 = cst} tem a
forma

• {|z2| < R} se |z1| > r,

• {r < |z2| < R} se |z1| ≤ r.

Então definimos a função

F (z1, z2) =
1

2πi

∫
|w|=R

f(z1, w)

w − z2
dw.

Se r < |z1| < R, então f(z1, ·) é definida no disco {|z2| < R} e pelo teorema
de Cauchy, F (z1, z2) = f(z1, z2). Também, por observação a função F (z1, z2)
é holomorfa em z2 no disco {|z2| < R}. Além disso, se |w| = R, f(z1, w) é
holomorfa com respeito a z1 em {|z1| < R}. Isso é dizer que F é holomorfa no
polidisco inteiro ∆(R) = U . Ambas as duas funções F e f são definidas em U \V ,
que é um conjunto aberto e conexo e F = f no subaberto {r < |z1| < R} então
pela proposição anterior, F = f em U\V . Logo,F é uma extensão holomorfa de f .

Uma aplicação canônica desse teorema é a afirmação de que singularidades
sioladas são remov́ıveis. Se U ⊆ Cn é aberto e p ∈ U . Seja f uma função
holomorfa em U \ {p}. Então f extende a uma função holomorfa em U .

Agora nós viramos para o teorema de Weierstrass. Se n = 1, sejam z0 ∈ U ⊆ C
e f é uma função holomorfa em U tal que f(z0) = 0. Então, existe um único
inteiro positivo k ≥ 1 e uma função holomorfa g ∈ U) com g(z0) 6= 0 tal que

f(z) = (z − z0)kg(z).

Interpretamos o primeiro fator desse produto como um polinómio diferenciado e
o segundo fator g um elemento invert́ıvel no ponto z0. Queremos um resultado
parecido em dimensões mais altas.

Supomos que n ≥ 2. Escrevemos z = (z′, zn), onde z′ = (z1, . . . , zn−1). Supo-
mos que z0 = 0 ∈ Cn e que f ∈ O(U) com f(0) = 0. Também supomos que
f(0, zn) 6≡ 0, que é dizer que f não é identicamente zero no eixo-zn. Então, pelo
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caso de n = 1, temos k ∈ N tal que f(0, zn) = zkng(zn) para alguma função g
holomorfa em uma variável com g(0) 6= 0.

Por continuidade de f no eixo-zn, para r > 0 suficientemente pequeno, temos
|f(0, zn)| ≥ δ > 0 se |zn| = r, e por continuidade em U , |f(z′, zn)| ≥ δ/2 se
|zn| = r e se ‖z′‖ < ε é suficientemente pequeno. Em particular, escolhemos
r > 0 tal que zn = 0 é o único zero de zn 7→ f(0, zn) no disco {|zn| < r}. Então,
pelo teorema de reśıduo,

N 3 k =
1

2πi

∫
|ξ|=r

1

f(0, ξ)

∂f

∂zn
(0, ξ)dξ,

=
1

2πi

∫
|ξ|=r

1

f(z′, ξ)

∂f

∂zn
(z′, ξ)dξ

pela continuidade da expessão, que toma valores em N. Logo, contando mul-
tiplicidade, para qualquer z′ pequeno, a função zn 7→ f(z′, zn) admite k zeros
(não-ordenados) b1(z′), . . . , bk(z′) dentro do disco {|zn| < r}. Também, observa-
mos que em z′ = 0, bi(0) = 0 pois f(0, zn) = zkng(zn). De novo, pelo teorema de
reśıduo,

b1(z′) + · · ·+ bk(z′) =
1

2πi

∫
|ξ|=r

ξ
1

f(z′, ξ)

∂f

∂zn
(z′, ξ)dξ,

...
...

b1(z′)m + · · ·+ bk(z′)m =
1

2πi

∫
|ξ|=r

ξm
1

f(z′, ξ)

∂f

∂zn
(z′, ξ)dξ.

As expressões a direita variam holomorficamente com z′, porque quando |ξ| = r
a função f(z′, ξ) é holomorfa e não se anula. Consideramos a função

g(z′, zn) = (zn − b1(z′))(zn − b2(z′)) · · · (zn − bk(z′)),

= zkn −

(
k∑
i=1

bi(z
′)

)
zk−1
n +

∑
i<j

bi(z
′)bj(z

′)

 zk−2
n + · · ·+ (−1)kb1(z′) · · · bk(z′),

= zkn + a1(z′)zk−1
n + · · ·+ ak(z′).

Vemos que g é um polinômio em zn cujos coeficientes são funções de z′. Veremos
que são holomorfas em z′. Também observamos que para |zn| < r e ‖z′‖ < ε,
g(z′, zn) = 0 se e somente se f(z′, zn) = 0. Os coeficientes de g pode ser
reconhecidos como as funções simétricas elementares em k variáveis. . Definimos

σ1(λ1, . . . , λk) =

k∑
i=1

λi,

σ2(λ1, . . . , λk) =
∑
i<j

λiλj ,

...

σm(λ1, . . . , λk) =
∑

i1<···<im

λi1 · · ·λim .
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Essas funções são simétricas no sentido que são invariantes pelo ação do grupo
simétrico Sk em C[λ1, · · · , λk] permutando as variáveis. O ceoficiente de zmn no
polinômio g é dado pela função σk−m(b1(z′), . . . , bk(z′)).

Teorema 2.7. (Newton) Os polinômios σm, para 1 ≤ m ≤ k, podem ser dados

como uma expressão algébrica em
∑k
j=1 λ

i
j, para 1 ≤ i ≤ m.

Deixamos esse resultado sem demonstração, mas podemos calcular as expressões
explicitamente para valores baixos de m. Para m = 1, já temos σ1(λ1, . . . , λk) =∑
j λj . Para m = 2, 3, nós temos

σ2(λ1, . . . , λk) =
1

2

(
(λ1 + · · ·+ λk)2 − (λ2

1 + · · ·+ λ2
k)
)
,

σ3(λ1, · · · , λk) =
1

6

(
∑
i

λi)
3 − 3(

∑
i

λ2
i )(
∑
j

λj) + 2(
∑
i

λ3
i )

 .

Em particular, as expressões σk−m(b1(z′), . . . , bk(z′)), e logo os coeficientes de
g, são funções holomorfas de z′. Seja h a função h(z′, zn) = f(z′, zn)/g(z′, zn).
Para z′ fixado, limzn→bi(z′) h(z′, zn) 6= 0 pois f e g tem a mesma ordem de
anulamento em bi(z

′). Logo, a singularidade de h em zn = bi(z
′) é remov́ıvel

e h(z′, ·) é holomorfa em {|zn| < r}. Também, a função h é holomorfa com
respeito a z′, porque para zn fixo,

h(z′, zn) =
1

2πi

∫
|ξ|=r

1

ξ − zn
f(z′, ξ)

g(z′, ξ)
dξ.

Observamos que o integrando a direita é holomorfo em z′, então h é holomorfa
e não nula para ‖z′‖ < ε e |zn| < r, e temos uma decomposição f(z′, zn) =
h(z′, zn) g(z′, zn).

Definição 2.8. Um polinômio de Weierstrass é uma função da forma

W (z′, zn) = zkn + a1(z′)zk−1
n + · · ·+ ak(z′)

onde as ai são funções holomorfas e definidas em alguma vizinhança da origem
em Cn−1 tais que ai(0) = 0.

A construção anterior demonstra o seguinte teorema.

Teorema 2.9. (O teorema de preparação de Weierstrass) Seja f ∈ O(U) uma
função holomorfa definida numa vizinhança da origem em Cn, com f(0) = 0.
Então se f(0, zn) 6≡ 0, possivelmente diminuindo a vizinhança de 0 ∈ Cn, existe
uma decomposição f = hW , onde

• W é um polinômio de Weierstrass,

• h é holomorfa e h(0) 6= 0.

Além disso, W e h são unicamente determinados.

Falaremos de germes de funções holomorfas em detalhe mais para frente, mas
para uma questão de notação fazemos algumas definições. Denote por On o
conjunto de germes de funções holomorfas em alguma vizinhança de 0 ∈ Cn.
Então. Então um polinômio de Weierstrass é um elemento mônico do anél
On−1[zn], cujos coeficientes anulam-se em 0 ∈ Cn−1.
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Teorema 2.10. (O teorema de divisão de Weierstrass) Seja g = g(z′, zn) ∈
On−1[zn] um polinômio de Weierstrass de grau k. Então, para todo f ∈ On,
podemos escrever

f = g.h+ r,

onde h ∈ On e r ∈ On−1[zn] é um polinômio com grau(r) < grau(g). Além
disso, h e r são unicamente determinados.

Demonstração: Escolha 0 < ε, δ � 1 tal que |g(z′, u)| ≥ σ > 0 se ‖z′‖| < ε e
|u| = δ. Seja h a função holomorfa

h(z′, zn) =
1

2πi

∫
|u|=δ

f(z′, u)

g(z′, u)

1

u− zn
du.

Então,

r = f − gh =
1

2πi

∫
|u|=δ

f(z′, u)

u− zn
du− 1

2πi

∫
|u|=δ

g(z′, zn)

u− zn
f(z′, u)

g(z′, u)
du,

=
1

2πi

∫
|u|=δ

f(z′, u)

g(z′, u)

(
g(z′, u)− g(z′, zn)

u− zn

)
du

No termo a direita, a divisão é de polinômios em zn e vemos que P (z′, u, zn) =
(g(z′, u)− g(z′, zn))/(u− zn) é um polinômio de grau estritamente menor que k.
Isso é preservado pela integração da variável u, então temos r ∈ On−1[zn] é um
polinômio de grau menor que k.

2.4 Estrutura algébrica do anel de germes de funções holo-
morfas

Seja R um anel comutativo com identidade 1. Lembramos que R é um domı́nio
se para u, v ∈ R \ {0}, uv 6= 0. Um elemento u ∈ R é uma unidade se existe
v ∈ R tal que uv = 1. u é irredut́ıvel se u = vw implica que v ou w é uma
unidade.

R é um domı́nio de fatorização única se para todo u ∈ R, existem elementos
irredut́ıveis u1, . . . , ul ∈ R com u = u1 · · ·ul e que os elementos ui são unicamente
determinados ao menos uma permutação deles e multiplicação por unidades.
Se A é um domı́nio de fatorização única, então o anel A[t] de polinômios com
valores em A é um domı́nio de fatorização única.

Se A é um domı́nio de fatorização única e u, v ∈ A[t] são relativamente coprimos,
então existem α, β ∈ A[t] e γ ∈ A \ {0} tais que

αu+ βv = γ.

O elemento γ é chamado o resultante dos polinômios u e v. Mais precisamente,
se u =

∑
i ait

i e v =
∑
j bjt

j , podemos construir uma matriz R usando os
elementos ai, bj ∈ A tal que γ = det(R) satisfaz αu+ βv = γ e tal que u e v são
coprimos se e somente se γ 6= 0.
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O anel que consideramos é A = On,z o anel de funções holomorfas, definidas em
alguma vizinhança de z ∈ Cn. Escreveremos On = On,0. A primeira propriedade
que queremos demonstrar é que On é um domı́nio de fatorização única.

Propriedades Básicas:

1. On é um domı́nio.

2. Se f ∈ On tem f(0) 6= 0, então 1/f é holomorfa em alguma vizinhança de
0. Isso implica que m0 = {f ∈ On | f(0) = 0} é o único ideal maximal em
On, que é dizer que On é um anel local.

Lema 2.11. Sejam W,F ∈ On−1[w] tal que W seja um polinômio de Weierstrass.
Então se F = GW , para G ∈ On, então G ∈ On−1[w].

Demonstração: W é mônico, então temos divisão Euclideano no anel On−1[w]
e F = G′W +H, para G′ e H polinômios. As funções que aparecem no teorema
de divisão de Weierstrass são unicamente determinadas, então temos H = 0 e
G = G′ ∈ On−1[w].

Lema 2.12. Se F,G,W ∈ On−1[w], onde W é um polinômio de Weierstrass,
satisfazem W = FG, então ao menos multiplicação por elementos invert́ıveis de
On−1, F e G também são polinômios de Weierstrass.

Demonstração: Nós temos

wp + ap−1(z)wp−1 + · · ·+ a0(z)

= (bk(z)wk + · · ·+ b0(z))(cr(z)w
r + · · ·+ c(z)).

O coeficiente dominante satisfaz 1 ≡ bk(z)cr(z), então os elementos invert́ıveis
bk e cr podem ser absorvidos nos outros coeficientes e podemos supor que
bk ≡ cr ≡ 1. Em z = 0,

wp = (wk + bk−1(0)wk−1 + · · ·+ b0(0))(wr + cr−1(0)wr−1 + · · ·+ c0(0)).

Para os dois lados terem polinômios do mesmo grau e com a mesma ordem de
anulamento em 0, e necessário que ci(0) = bj(0) = 0 e que F,G sejam polinômios
de Weierstrass.

Corolário 2.13. Se f = W é um polinômio de Weierstrass é irredut́ıvel como
um elemento de On, então f é irredut́ıvel como um elemento de On−1[w].

Demontração: Se f = gh é redut́ıvel como um polinômio, então pelo lema
anterior g e h são polinômios de Weierstrass. Em particular, g(0) = h(0) = 0,
então g e h não são unidades em On e f é redut́ıvel em On

Teorema 2.14. On é um domı́nio de fatorização única.

Exerćıcio 2.1. Seja R um anel comutativo com identidade. As condições
seguintes são equivalentes:

1. R é um domı́nio de fatorização única.

2. R satisfaz as duas condições:
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(a) Se f ∈ R é irredut́ıvel e f |gh então f |g ou f |h.

(b) Se f1, f2, f3, . . . é uma sequência em R tal que fj+1|fj para todo j,
então existe J ∈ N tal que para todo j ≥ J , fj = hjfj+1 para hj ∈ R
invert́ıvel.

Demonstração do Teorema 2.14: Mostraremos que R = On satisfaz as duas
condições do exerćıcio. Por indução observamos que O0

∼= C é um corpo e logo
tem fatorização única.

Supomos que f ∈ On é irredut́ıvel e f |gh. Pelo teorema de preparação, posso
supor que f = W é um polinômio de Weierstrass de grau k. Pelo teorema de
divisão, g = af + g′ e h = bf + h′ para g′, h′ ∈ On−1[w] polinômios de grau
menor que k. Então f |gh implica que f |g′h′, ou que g′h′ = Gf . Pelo Lema 2.11
G ∈ On−1[w]. Por indução On−1 é um domı́nio de fatorização, e logo On−1[w]
também o é, então aplicando condição (a) para esse anel, concluimos que f |g′
ou f |h′, como desejado.

Supomos que f1, f2, f3, . . . é uma sequência em On tal que fj+1|fj para cada
j. Suponho também que f1 é normalizada na direição w = zn, e observo que
isso implica que f2, f3 etc. também devem ser. Logo posso supor que cada
fk é um polinômio de Weierstrass de grau nk. Temos 0 ≤ nk+1 ≤ nk então a
sequência de graus eventualmente termina. Suponha que W e W ′ são polinômios
de Weierstrass do mesmo grau e W |W ′ em On. Isso é

W ′(z, w) = h(z, w)W (z, w)

para alguma função h. Em z = 0, wn = h(0, w)wn, e logo h(0, w) ≡ 1 e h é
invert́ıvel como um germe de uma função em 0. Em particular, h ≡ 1, pela
unicidade no teorema de preparação de Weierstrass. Logo, nós temos fj = hjfj+1

para hj ∈ On como desejado e comcluimos que On é um domı́nio de fatorização
única.

Agora, seja f, g ∈ O(U) para U ⊆ Cn um subconjunto aberto. Para todo z ∈ U ,
denote por fz ∈ On,z o germe determinado por f no ponto z. Estudaremos o
comportamento desse germe quando z varia.

Proposição 2.15. Seja U uma vizinhança aberto da origem 0 ∈ Cn. Sejam
f, g ∈ O(U) tais que f0, g0 ∈ On,0 sejam relativamente coprimos. Então, existe
ε > 0 tal que para todo z com ‖z‖ < ε, fz, gz ∈ On,z sejam coprimos.

Demonstração: Escolhe coordenadas lineares tal que f e g sejam normalizadas
na direção zn. Assim, podemos supor que f, g ∈ On−1[zn] são polinômios de
Weierstrass. Também, vimos que coprimos em On implica que são coprimos
em On−1[zn]. Logo, existem polinômios α, β ∈ On−1[zn] e γ ∈ On−1 tais que
αf + βg = γ. Essa equação vale em uma vizinhança de 0 ∈ Cn.

Por F ser normalizada na direção zn, f(0, zn) 6≡ 0, então para ‖z′‖ < ε fixado,
f(z′, zn) 6≡ 0. Então, seja z0 = (z0

1 , . . . , z
0
n) e suponha que h|f , h|g em On,z0 ,

onde h(z0) = 0. Isso é, f = ah e g = bh, e h(z0′, z0
n) = 0 mas h(z0′, zn) 6≡ 0.
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Podemos supor que h é um polinômio de Weierstrass no ponto z0. Então, temos
(αa+ βb)h = γ ∈ On−1 e pelo Lema 2.11 αa+ βb ∈ On−1,z0′ [zn] também é um
polinômio. Comparando os graus dos polinômios, deg(h) = 0 e h ∈ On−1,z0′ .
Mas

h(z0) = h(z0
1 , . . . , z

0
n−1, z

0
n) = h(z0

1 , . . . , z
0
n−1, zn) = 0,

que é uma contradição.

Teorema 2.16. (Nullstellensatz Fraco) Se f ∈ On é irredut́ıvel e h ≡ 0 no
germe do conjunto {(z, w) | f(z, w) = 0}, então f |h em On.

Demonstração: Supomos que f é um polinômio de Weierstrass em w de
grau k. Se f é irredut́ıvel em On, então deve também ser no anel On−1[w].
Em particular, f é relativamente coprimo com qualquer outro polinômio de
grau menor que k. Então, f e ∂f/∂w são coprimos e existem α, β ∈ On−1[w] e
0 6≡ γ ∈ On−1 tais que

αf + β
∂f

∂w
= γ.

Dado z0 ∈ Cn−1 sufientemente pequeno, a função polinomial w 7→ f(z0, w)
admite uma ráız múltipla se e somente se f(z0, w) = 0 = ∂f/∂w(z0, w), o que
implica que γ(z0) = 0. Isso é dizer que se γ(z0) 6= 0, w 7→ f(z0, w) admite k
ráızes distintas. Então dado h ∈ On tal que h = 0 em {f = 0}. Pelo teorema
de divisão de Weierstrass, h = qf + r para r ∈ On−1[w] um polinômio de grau
menor de k. Por hipótese, r se anula no conjunto {f = 0}, então para z0 com
γ(z0) 6= 0, o conjunto {w ∈ C | f(z0, w) = 0} é de k pontos distintos em que o
polinômio r se anula. Logo, r(z0, w) ≡ 0 se γ(z0) 6= 0 e, por continuidade, r ≡ 0
e h = qf .

2.5 Exerćıcios

1. Seja D b C um subconjunto aberto e conexo com bordo suave por partes
e seja f : D → C uma função de classe C1. Utilizando o teorema de Green,
demostre que

1

2π
√
−1

∫
∂D

f(ξ)

ξ − z
dξ − 1

2π
√
−1

∫
∂D(z,ε)

f(ξ)

ξ − z
dξ =

1

π

∫∫
Dε

∂f

∂ξ̄

1

ξ − z
dA(ξ),

onde z ∈ D e Dε = D \ D(z, ε) e onde D(z, ε) = {z ∈ C ; |z − w| < ε} é o
disco aberto de raio ε e centro z.

2. Seja ψ =
∑n
j=1 ψj(z)dz̄

j uma (0, 1)-forma ∂̄-fechada em Cn com suporte
compacto. Para cada 1 ≤ j ≤ n defina

uj(z) =
1

2πi

∫
C

ψj(z1, . . . zj−1, w, zj+1, . . . , zn)

w − zj
dw ∧ dw̄

Demonstre que uj = uk para todo 1 ≤ j, k ≤ n, que uj tem suporte
compacto, e que ∂̄uj = ψ.

3. Seja Ω ⊆ Cn um domı́nio, e K ⊆ Ω um conjunto compacto tal que Ω \K
seja conexo. Se n > 1 e f é uma função holomorfa em Ω \K, demonstre
que existe uma função holomorfa F em Ω tal que GΩ\K = f .
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4. Demostre que se f ∈ O(C) e |f(z)|2 ≤ C(1+ |z|2)N então f é um polinômio
em z, de grau menor ou igual a N . O que é o nome desse teorema para o
caso N = 0?

5. Demostre que se f ∈ O(C) e
∫
C |f |

2dA <∞ então f ≡ 0.

6. Demonstre que se f é holomorfa no disco perfurado unitário D \ {0} e∫
D\{0} |f |

2dA <∞ então g ∈ O(D).

5. Seja F ⊆ O(C) uma familia de funções inteiras tal que para todo R > 0
existe uma constante CR tal que∫

D(0,R)

|f |2dA ≤ CR para toda f ∈ F .

Demostre que toda sequência em F tem uma subsequência convergente.

7. Considere a função f : C2 → C,

f(z1, z2) = z3
1z2 + z1z2 + z2

1z
2
2 + z2

2 + z1z
3
2

e encontre uma decomposição explicita f = h ·W onde h(0, 0) 6= 0 e W é
um polinómio de Weierstrass. Demonstre que f satisfaz as hipóteses do
teorema de preparação de Weierstrass para uma variável mas não a outra.

6. Encontre uma função harmônica no disco unitário perfurado que não é
a parte real de uma função holomorfa.

8. Seja R um anel comutativo com identidade. Demonstre que R é um
domı́nio de fatorização única se e somente se são satisfeitas as condições
seguintes :

(a) Para todo elemento f ∈ R irredut́ıvel com f um divisor de gh, então
f é um divisor de ou g ou h.

(b) Se numa sequência de elementos f1, f2, . . .em R, com cada um um
divisor do anterior, então para todo k suficientemente grande, fk+1

difere de fk apenas por um elemento invert́ıvel de R.
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3 Variedades Complexas

3.1 Definições e Exemplos

Definição 3.1. Uma variedade complexa M de dimCM = n é uma variedade
diferenciável de dimR = 2n com um atlas A = {(Uα, ϕα)}α∈A tal que

ϕα ◦ ϕ−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) −→ ϕα(Uα ∩ Uβ).

seja holomorfa para todo α, β ∈ A.
Para U ⊆M um subconjunto aberto, a função f : U → C é holomorfa se

f ◦ ϕ−1
α : ϕα(U ∩ Uα)→ C é holomorfa para todo α.

Uma aplicação F : M → N suave entre variedades complexas é holomorfa
se ψj ◦ F ◦ ϕ−1

α é holomorfa onde é definida, como uma aplicação entre abertos
em Cn e Cm.

Os primeiros exemplos são quase triviais.

1. M = Cn, com um atlas dado pela aplicação de identidade definida no
espaço inteiro. Um pouco mais geral, é considerar um subconjunto aberto
U como uma variedade complexa.

2. Uma variedade complexa de dimensão um é chamada uma superf́ıcie de
Riemann.

3. Denotaremos por Pn = CPn o espaço projetivo complexo, que consiste
de todos os subespaços vetoriais de dimensão um em Cn.

Para Z = (z0, z1, . . . , zn) ∈ Cn+1 \ {0}, denotamos por [Z] = [z0 : z1 : · · · : zn]
a linha l gerada pelo vetor Z. Observamos que, para λ ∈ C∗, a mesma linha é
gerada pelo vetor λZ, então

[z0 : · · · : zn] = [λz0 : · · · : λzn]

Chamamos a notação l = [z0 : · · · : zn] as coordenadas homogênas do ponto
l ∈ Pn e reparamos que não são cartas de coordenadas.

A topologia que consideramos em Pn é a topologia quociente, para a aplicação
sobrejetiva π : Cn+1 \ {0} → Pn. Pode ser visto relativamente rapidamente que
a topologia é de Hausdorff, segundo-contável e compacto. Cartas de coordenadas
no espaço projetivo complexo podem ser dadas pela maneira seguinte. Para cada
j = 0, . . . , n, seja

Uj = {l ∈ Pn | l é gerado por v = (v0, v1, . . . , vn) em que vj 6= 0}.

Observamos que essa definição independe do gerador de l que escolhemos. Se v′

é um outro gerador, temos v′ = λv, para λ ∈ C∗, cujo j-componente é λvj 6= 0.
Em particular, temos

l = [v0 :
... : vj : · · · : vn] =

[
v0

vj
: · · · : q · · · : v

n

vj

]
para λ = 1/vj 6= 0. Dentro de Cn+1, podemos considerar o hiperplano afim
{zj = 1} e Uj é o subconjunto de linhas em Cn+1 que intersecta-se com {zj = 1}
em um único ponto.
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Definimos ϕj : Uj → Cn por

ϕj
(
[z0 : · · · : zn]

)
=

(
z0

zj
, . . . ,

zj−1

zj
,
zj+1

zj
, . . . ,

zn

zj

)
e afirmo qe ϕi ◦ ϕ−1

j é holomorfo. Nós temos Ui ∩ Uj ∈ [z0 : · · · : zi : · · · : zj :

· · · : zn] se é somente se zi 6= 0 6= zj e ϕ−1 é dado por

ϕ−1
j (z1, . . . , zn) = [z1 : · · · : zj : 1 : zj+1 : · · · : zn].

Se i < j, ϕ−1
j (Ui ∩ Uj) = {(z1, . . . , zn) | zi+1 6= 0} e

ϕi ◦ ϕ−1
j ((z1, · · · , zn)) = ϕi

(
[z1 : · · · : zi : zi+1 : · · · zj : 1 : zj+1 : · · · : zn]

)
,

= ϕi

([
z1

zi+1
: · · · : 1 : · · · : zj

zi+1
:

1

zi+1
: · · · : zn

zi+1

])
,

=

(
z1

zi+1
, · · · , zi

zi+1
,
zi+2

zi+1
, · · · , 1

zi+1
, · · · , z

n

zi+1

)
e ϕi ◦ ϕ−1

j é um biholomorfismo (um difeomorfismo holomorfo). Para cada

j = 0, . . . , n, temos cópias de Pn−1 ⊆ Pn,

Xj = {[z0 : · · · : zn] | zj = 0} ∼= Pn−1,

que é o conjunto de linhas em Cn+1 contidas no hiperplano {zj = 0} ∼= Cn. Além
disso, para qualquer aplicação linear não-nula α : Cn+1 → C, o núcleo ker(α) ⊆
Cn+1 é um subespaço linear de dimensão dimC = n e Pn−1 ∼= P(ker(α)) ⊆ Pn.

Para n = 1, vemos que P1 é difeomorfo a S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 +y2 +z2 =
1}. Em P2, com coordenadas homogêneas [z0 : z1 : z2], os subconjuntos
Xj = {zj = 0} ∼= P1 ⊆ P2 intersectam-se dois-por-dois em um ponto único.
Por exemplo X0 ∩ X1 = {[0 : 0 : z2]} = {[0 : 0 : 1]}. Mais geralmente, se
α, β ∈ (C2)∗ \ {0} são linearmente independente, as linhas P(ker(α)) e P(ker(β))
intersectam-se num ponto.

O próximo exemplo é de um toro complexo. Seja Λ ⊆ Cn um subgrupo
(aditivo) discreto. Então Λ ∼= Zk para algum posto k e M = Cn/Λ admite a
estrutura de uma variedade complexa. M é Hausdorff pois Λ é discreto. Se
Λ ∼= Z2n, então Cn/Λ é compacto, e será chamado um toro complexo. Observamos
que para Λ e Λ′ grupos do mesmo posto k, então Cn/Λ e Cn/Λ′ podem ser
difeomorfos mas não biholomorfos.

Para n = 1 e Λ = 〈1, τ〉 ⊆ C gerado pelos elementos 1 e τ , onde Re(τ) > 0, o
toro C/Λ = Στ é difeomorfo a S1 × S1, mas Στ e Στ ′ são biholomorfos apenas
quando os valores τ e τ ′ são pertencentes na mesma órbita de uma certa ação
de um grupo.

Considere a ação de Z em C2 \ {0} por k · (z1, z2) = 2k(z1, z2). Então
M = (C2 \ {0})/Z admite a estrutura de uma variedade complexa de dimensão
2, e é difeomorfa a S1 × S3.

3.2 O espaço tangente real e complexo

Seja M uma variedade diferenciável de dimRM = 2n e seja p ∈M . Então

TpM = {X : C∞p → R uma derivação}
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é um espaço vetorial real de dimensão 2n. Fazemos o produto tensorial e
consideramos TpM ⊗ C o conjunto de derivações de C∞p com valores em C. Isso
é um espaço vetorial complexo, de dimensão complexa 2n.

Sejam M uma variedade complexa e p ∈ M . Sejam z = (z1, . . . , zn) coor-
denadas complexas numa vizinhança de p. Então se zj = xj +

√
−1yj , então

∂
∂xj ,

∂
∂yj ∈ TpM . Definimos

∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
−
√
−1

∂

∂yj

)
,

∂

∂z̄j
=

1

2

(
∂

∂xj
+
√
−1

∂

∂yj

)
,

ambos elementos de TpM ⊗C, derivações complexas. Definimos T 1,0
p ⊆ TpM ⊗C

o subespaço complexo Vect{∂/∂zj} gerado pelos vetores {∂/∂zj}. T 1,0
p se

chama o espaço tangente holomorfo em p. Também, T 0,1
p ⊆ TpM ⊗ C é

por definição o espaço gerado pelos vetores {∂/∂z̄j} e é chamado o espaço
tangente antiholomorfo. Notamos,

• ambos são espaços vetoriais complexos de dimensão n;

• TpM ⊗ C = T 1,0
p ⊕ T 0,1

p ;

• a definição de T 1,0
p é independente do sistema de coordenadas.

Em particular, sejam ϕ = (z1, . . . , zn) e ψ = w1, . . . , wn) cartas de coordenadas
tais que ϕ ◦ ψ−1 seja holomorfa. Isso quer dizer que

∂wi

∂z̄j
= 0 e

∂w̄i

∂zj
= 0,

para todo i e j. Então,

∂

∂zj
=
∑
i

∂wi

∂zj
∂

∂wi
+
∑
i

∂w̄i

∂zj
∂

∂w̄i
=
∑
i

∂wi

∂zj
∂

∂wi

e logo Vect{ ∂
∂zj } = Vect{ ∂

∂wi }. Na mesma maneira, podemos definir um tensor
J ∈ Γ(T ∗M ⊗ TM) = Γ(End(TM)), um campo de endormorfismos do espaço
tangente real, por

J

(
∂

∂xj

)
=

∂

∂yj
,

J

(
∂

∂yj

)
= − ∂

∂xj
, para todo j = 1, . . . , n.

Notamos que J é definido em termos das coordenadas, mas é independente delas.
Temos, em cada ponto p ∈M , Jp : TpM → TpM satisfazendo J2

p = −Id, então

os auto-valores de Jp são ±
√
−1. J extende-se à complexificação TM ⊗ C por

linearidade complexa, e observamos

J

(
∂

∂zj

)
=

1

2
J

(
∂

∂xj
− i ∂

∂yj

)
=

1

2

(
∂

∂yj
+ i

∂

∂xj

)
= i

∂

∂zj
,
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então T 1,0
p pode ser visto como o +i-auto-espaço de Jp e T 0,1

p o −i-auto-espaço
de Jp. Isso em particular mostra que a definição J é independente do sistema
de coordenadas. Definimos a conjugação de vetores complexos. Se TM ⊗ C 3
X =

∑
i aivi para vi uma base de vetores reais e ai ∈ C, definimos X =

∑
i āivi.

Em particular, isso nos dá

∂

∂zj
=

∂

∂z̄j
, e T 1,0

p = T 0,1
p .

Seja f : U → V uma aplicação suave, para U e V conjuntos abertos em Cn.
Para zj = xj + iyj ∈ U e wk = uk + ivk ∈ V , o Jacobiano real de f é dado pela
matriz

JacRf =

(
∂uk

∂xj
∂uk

∂yj

∂vk

∂xj
∂vk

∂yj

)
.

Também, para a outra base {∂/∂zj , ∂/∂z̄j} de (TpR2n)⊗ C,

f∗

(
∂

∂zj

)
=

∑
k

∂wk

∂zj
∂

∂wk
+
∑
k

∂w̄k

∂zj
∂

∂w̄k
,

f∗

(
∂

∂z̄j

)
=

∑
k

∂wk

∂z̄j
∂

∂wk
+
∑
k

∂w̄k

∂z̄j
∂

∂w̄k
.

Se o mapa f é holomorfo, vários termos nessas somas se anulam e temos

JacCf =

(
J (f) 0

0 J (f)

)
onde J (f) é a matriz Jacobiana complexa (∂w

k

∂zj ). Em particular, det(JacRf) =
det(JacCf) = |det(J f)|2 ≥ 0.

Seja M uma variedade complexa, com atlas A = {(Uα, ϕα)}α∈A. Então para
cartas ϕα : Uα → ϕα(Uα) ⊆ R2n ∼ Cn, det(JacR(ϕα ◦ ϕ−1

β )) = |det(J (ϕα ◦
ϕ−1
β ))|2 > 0.

Corolário 3.2. Toda variedade complexa é orientável e o atlas holomorfo A
fornece uma orientação canônica.

3.3 O teorema de função impĺıcita e subvariedades com-
plexas

Agora consideramos os teoremas de função impĺıcita e inversa. Sejam U, V ⊆ Cn
subconjuntos abertos e f = (f1, . . . , fn)U → V uma aplicação holomorfa com
J (f) = (∂f i/∂zj) não singular no ponto p ∈ U . Então, existe uma vizinhança
U ′ ⊆ U de p tal que V ′ = f(U ′) ⊆ V seja aberto e tal que exista f−1 : V ′ → U ′

uma inversa holomorfa de f .
Para demonstrar isso, podemos aplicar o teorema de função inversa para

funções suaves para obter f−1. O fato de f−1 ser holomorfa segue pela regra da
cadeia.

Indo para o teorema de função impĺıcita. Seja U ⊆ Cn uma vizinhança de
0 ∈ Cn e f = (f1, . . . , fk) : U → Ck uma aplicação holomorfa com f(0) = 0,
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onde k ≤ n. Supomos que o (k × n) Jacobiano complexo J f = (∂f
i

∂zj ) tem

(k × k)-bloco (∂f
i

∂zj )1≤i,j≤k não-singular no ponto p. Então, existem funções
w1, . . . , wk, holomorfas numa vizinhança de 0 ∈ Cn−k, tais que

f1(z) = · · · = fk(z) = 0 se e somente se zj = wj(zk+1, . . . , zn)

para todo j = 1, . . . , k. Isso também segue do resultado para funções suaves,
junto com a regra da cadeia.

Definição 3.3. Seja M uma variedade complexa de dimensão n. Um subcon-
junto S ⊆M é uma subvariedade complexa de dimensão complexa k se para
todo p ∈ S, existe uma vizinhança U de p e funções f1, . . . , fn−k ∈ O(U) tal
que detJ (f) 6= 0 em U e tal que

S ∩ U = {q ∈ U | f j(q) = 0 para todo j}.

Uma função holomorfa f : Cn+1 → C é homogênea de grau d se f(λz) =
λdf(z) para todo z ∈ Cn+1 e todo λ ∈ C.

Lema 3.4. Se f é homogênea de grau d, então para todo z ∈ Cn+1,

d f(z0, z1, . . . , zn) =

n∑
j=0

zj
∂f

∂zj
.

Demonstração: Calculo d
dλ

∣∣
λ=1

dos dois lados da equação

λdf(z0, . . . , zn) = f(λz0, . . . , λzn).

Usaremos esse resultado para estudar subvariedades de Pn. Seja F (z0, . . . , zn)
um polinômio homogêneo de grau d. Então, F não define uma função em
Pn, mas para ξ = [Z] ∈ Pn, podemos dizer se F (ξ) se anula ou não pois se
λ 6= 0, F (λZ) = λdF (Z) e ou ambos valem zero, ou nenhum dos dois vale zero.
Denotamos por

Z(F ) = {[Z] ∈ Pn | F (Z) = 0}.

Proposição 3.5. Seja F um polinômio homogêno de grau d. Suponha que
Z = (0, . . . , 0) ∈ Cn+1 é a única solução do sistema

F (Z) = 0,

∂F

∂z0
(Z) = 0,

...
∂F

∂zn
(Z) = 0.

Então Z(F ) ⊆ Pn é uma subvariedade complexa do espaço projetivo.

Demonstração: Seja ξ = [z0 : · · · : zn] ∈ Pn tal que F (z0, . . . , zn) = 0.
Uma das coordenadas zj é diferente de 0. Suponha que z0 6= 0, ou que ξ ∈ U0.
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Temos F (Z) = 0, então uma das outras equações da lista não vale. Afirmo que
∂F
∂zj (Z) 6= 0, para algum j ≥ 1. Se fosse j = 0, com ∂F

∂z0 (Z) 6= 0, então

0 = dF (Z) = z0 ∂F

∂z0
(Z) +

n∑
j=1

zj
∂F

∂zj
(Z),

e logo zj ∂F∂zj (Z) 6= 0 para algum j. Consideramos a carta ϕ0 : U0 → Cn dada
pela equação

ϕ−1
0 (w1, . . . , wn) = [1 : w1 : · · · : wn].

Defino o polinômio (não-homogêneo) em Cn, f(w) = F (1, w), e temos ξ ∈
Z(F )∩U0 se e somente se ϕ0(ξ) = w ∈ Z(f) = {x | f(x) = 0} ⊆ Cn. Além disso,
∂f
∂wj (w) = ∂F

∂zj (1, w) 6= 0. Logo, pelo teorema da função impĺıcita Z(f) ⊆ Cn é
uma subvariedade complexa e logo Z(F ) ⊆ Pn é uma subvariedade complexa.

Exemplos:

Z1 = {[x : y : z] | xz − y2 = 0} ⊆ P2

é uma subvariedade complexa, e é a imagem do mergulho P1 → P definido por
[s : t] 7→ [s2 : st : t2]. Também temos a curva algébrica

Z2 = {[x : y : z] | y2z = x(x− z)(z − 2z)} ⊆ P2.

Z2 é a imagem de um mergulho de um toro C/Λ em P2 utilizando a P-função
de Weierstrass.

3.4 Formas Diferenciais, a Derivada Exterior e Coholo-
mologia

Seja M uma variedade diferenciável. Denotamos por E k(M,R) o conjunto
de k-formas suaves em M , com valores em R. De maneira parecida, seja
E k(M) = E k(M,C) o espaço de k-formas com valores complexos. A derivada
exterior

d : E k(M) −→ E k+1(M)

é definida localmente por, para coordenadas locais (xi),

d

(∑
I

aIdx
i1 ∧ · · · ∧ dxik

)
=
∑
I

daI ∧ dxI =
∑
I

∑
j

∂aI
∂xj

dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

Essa definição independe do sistema de coordenadas que utilizamos e define um
operador em formas globalmente definidas. A derivada exterior também admite
uma definição invariante, em termos do colchete de Lie em campos vetoriais.
Para α ∈ E k(M) e X0, X1, . . . , Xk ∈ Γ(TM),

(dα)(X0, X1, . . . , Xk) =
k∑
i=0

(−1)iXi

(
α(X0, . . . , X̂i, . . . , Xk)

)
+

∑
0≤i<j≤k

(−1)i+jα
(

[Xi, Xj ], X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk

)
.
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Uma aplicação suave f : M → N entre variedades diferenciáveis induz um
homomorfismo de pull-back de formas f∗ : E k(N)→ E k(M) tal que f∗(dα) =
d(f∗α), para todo α ∈ E k−1(N). Também, vemos que d satisfaz d2 = 0, como
operadores no complexo

· · · −→ E k−1(M)
d−→ E k(M)

d−→ E k+1(M) −→ · · ·

e logo temos Im(d) ⊆ ker d. Em particular, denotamos por Zk(M) = ker(d) =
{α ∈ E k(M) | dα = 0} o núcleo da derivada exterior em formas de grau k.

Definição 3.6. O k-éssimo grupo de cohomologia de De Rham (complexo) de
M é o quociente

Hk
dR(M) =

Zk(M)

dE k−1(M)
.

Isso é dizer, Hk
dR(M) é um espaço vetorial complexo, e vemos rapidamente

que é um invariante de difeomorfismo da variedade M .
Agora consideramos uma variedade complexa M , e seja p ∈ M . O espaço

tangente complexo em p decompõe-se em uma soma direta TpM⊗ = T 1,0
p ⊕ T 0,1

p

de auto-espaços de Jp. O espaço cotangente tem complexifcação

T ∗pM ⊗ C = Λ1
CM = HomR(TpM,C) ∼= HomC(TpM ⊗ C,C),

e admite uma decomposição em soma direta Λ1
CM = Λ1,0

p ⊕ Λ0,1
p de covetores

complexos em p de tipo (1, 0) e (0, 1) respeitivamente. Temos α ∈ Λ1,0
p se e

somente se α : TpM⊗C→ C satisfaz α|T 0,1
p
≡ 0. Também, β ∈ Λ0,1

p se e somente

se β(X) = 0 para todo X ∈ T 1,0
p . Em coordenadas, os vetores ∂/∂z̄j geram

T 0,1
p , então para dzk = dxk + idyk, temos dzk(∂/∂z̄j) = 0 para todo j, então

dzk ∈ Λ1,0
p e dz̄k ∈ Λ0,1

p . Por final, observamos que

dxj =
1

2
(dzj + dz̄j), dyj =

1

2i
(dzj − dz̄j).

Uma k-covetor em um ponto é dado por

α =
∑
IJ

aIJdz
i1 ∧ · · · ∧ dxil ∧ dyj1 ∧ · · · ∧ dyjk−l .

Por causa da equação acima, α pode ser escrita como uma combinação linear de
termos

dzi1 ∧ · · · ∧ dzil ∧ dz̄j1 ∧ · · · ∧ dz̄jk−l ,

o que implica

Λk(T ∗pM ⊗ C) =

k⊕
l=0

Λl,0 ⊗ Λ0,k−l =
⊕
p+q=k

Λp,q,

onde Λp,0 = Λp(Λ1,0) e Λ0,q = Λq(Λ0,1). Mais precisamente, Λp,q ⊆ Λp+q é a
imagem da aplicação

Λp,0 ⊗ Λ0,q −→ Λp+q,

α⊗ β 7→ α ∧ β.
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Deixamos como um exerćıcio demonstrar que se (p, q) 6= (p′, q′), com p+q = p′+q′,
então os subespaços Λp,q e Λp

′,q′ intersectam-se trivialmente. O espaço Λp,q é
bem definido, independente do sistema de coordenadas, pois a decomposição
TpM ⊗ C = T 1,0

p ⊕ T 0,1
p não depende da escolha de coordenadas.

Uma k-forma diferencial α é de tipo (p, q), onde p + q = k, se α(x) ∈ Λp,qx
para todo x ∈ M . O espaço de (p, q)-formas em M é denotado por E p,q(M).
Então temos

E k(M) =
⊕
p+q=k

E p,q(M).

A derivada exterior é bem comportada com respeito à decomposição de formas
em tipo. Se f ∈ C∞(M,C) = E 0(M), então localmente

df =
∑
j

∂f

∂zj
dzj +

∑
j

∂f

∂z̄j
dz̄j ,

então se α ∈ E p,q(M), locally temos

dα = d
(
aIJdz

i1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dz̄j1 ∧ · · · ∧ dz̄jq
)
,

= (daIJ) ∧ dzI ∧ dz̄J ,
∈ E p+1,q(M)⊕ E p,q+1(M).

Denotamos por ∂α o componente de dα em E p+1,q(M) e por ∂̄α o componente
de dα em E p,q+1(M). Isso é dizer, temos d = ∂ + ∂̄. A identidade d2 =
∂2 + ∂∂̄ + ∂̄2 = 0 relaciona-se com a decomposição de formas por tipo como

∂2 : E p,q(M) −→ E p+2,q(M),

∂∂̄ + ∂̄∂ : E p,q(M) −→ E p+1,q+1(M),

∂̄2 : E p,q(M) −→ E p,q+2(M),

e por esses espaços terem interseção trivial concluimos que ∂2 = 0, ∂∂̄ + ∂̄∂ = 0
e ∂̄2 = 0. Um outro ponto de importância sobre o operador ∂̄ é que ele detecta
holomorficidade. Para f ∈ C∞(MC),

∂̄f =
∑
j

∂f

∂z̄j
dz̄j ∈ E 0,1(M).

Então ∂̄f = 0 se e somente se f é holomorfa. Isso pode ser estendido para p > 0.
Seja α ∈ E p,0(M), então ∂̄α ∈ E p,1(M). Localmente,

α =
∑
|I|=p

aIdz
I ,

∂̄α =
∑
|I|=p

∑
j

∂aI
∂z̄j

dz̄j ∧ dzi1 ∧ · · · ∧ dzip .

As formas dz̄j ∧ dzi1 ∧ · · · ∧ dzip formam uma bases para Λp,1x para todo x
no domińınio das coordenadas, então ∂̄α = 0 se e somente se os coeficientes
∂aI/∂z̄

j = 0, que é dizer que os coeficientes são funções holomorfas.
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Definição 3.7. Uma p-forma holomorfa é uma forma α de tipo (p, 0) tal que
∂̄α = 0. Denotamos por Ωp(M) o conjunto de p-formas holomorfas. Para p = 0,
Ω0(M) = O(M) é igual ao espaço de funções holomorfas em M .

Proposição 3.8. Se f : M → N é uma aplicação holomorfa de variedades
complexas, então pull-back por f preserva o tipo de formas. Isso é dizer que
temos um homomorfismo

f∗ : E p,q(N) −→ E p,q(M),

e f∗(∂̄α) = ∂̄(f∗α)

para toda α ∈ E p,q(M).

Isso segue pela equação local dzj =
∑
k
∂zj

∂wk
dwk para z(w) uma aplicação

holomorfa. Como no caso para o operador de De Rham em variedades suaves, o
operador ∂̄ aparece na sequência

· · · −→ E p,q−1(M) −→ E p,q(M) −→ E p,q+1(M) −→ · · ·

Definimos Zp,q
∂̄

(M) como o núcleo de ∂̄ em E p,q(M). Então ∂̄2 = 0 implica que

∂̄(E p,q−1(M)) ⊆ Zp,q
∂̄

(M).

Definição 3.9. O grupo de cohomologia de Dolbeault de tipo (p, q) de M é o
espaço quociente

Hp,q

∂̄
(M) =

ker{∂̄ : E p,q(M)→ E p,q+1(M)}
Im{∂̄ : E p,q−1(M)→ E p,q(M)}

.

Proposição 3.10. Se f : M → N é uma aplicação holomorfa de variedades
holomorfas, então f∗ induz aplicações

f∗ : Hp,q

∂̄
(N)→ Hp,q

∂̄
(M)

tal que (Id)∗ = Id, e se temos aplicações

M
f−→ N

g−→ P,

então (g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗. Se para algum par (p, q),

Hp,q

∂̄
(M) 6∼= Hp,q

∂̄
(N),

então M e N não são biholomorfas.

Os grupos de cohomologia de Dolbeault fornecem uma maneira de relacionar
propriedades locais e globais em variedades complexas. Para entender isso bem,
primeiro é necessário entender os grupos de Dolbeault em (certos) vizinhanças
pequenas numa variedade. Depois de várias definições e alguns exemplos, vamos
demonstrar o seguinte resultado.

Lema 3.11. (∂̄-Lema de Poincaré) Seja

∆ = {(z1, . . . , zn) ∈ Cn | |zj | < 1, ∀j}

um polidisco unitário em Cn. Então, se q ≥ 1 e p ≥ 0,

Hp,q

∂̄
(∆) = {0}.
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Especificamente, isso diz que para todo ϕ ∈ E p,q(∆) tal que ∂̄ϕ = 0, existe
alguma η ∈ E p,q−1(∆) tal que ∂̄η = ϕ. Antes de começar a demonstração,
anotamos uma diferênça de hipótese com, por exemplo, Teorema 2.4. Naquele
resultado supomos que a função f era definido no fecho do disco. No caso agora,
a forma ϕ é definida apenas no interior de ∆.

Demonstração: Nossa primeira afirmação é que é suficiente demonstrar o
resultado para o caso p = 0. Seja

ϕ =
∑

|I|=p,|J|=q

ϕIJdz
I ∧ dz̄J = ±

∑
I

(∑
J

ϕIJdz̄
J

)
∧ dzI ,

onde I = (i1, . . . , ip) para 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n e dzI ∧ dz̄J = dzi1 ∧ dzip ∧
dz̄j1 ∧ · · · ∧ dz̄jq . Então,

∂̄ϕ = ±
∑
I

∑
|J|=q

n∑
j=1

∂ϕIJ
∂z̄j

∧ dz̄J
 ∧ dzI = 0,

o que implica que ∂̄ϕI = 0, onde ϕI é a (0, q)-forma ϕI =
∑
J ϕIJdz̄

J . Então se
o ∂̄-Lema de Poincaré vale para (0, q)-formas, ϕI = ∂̄ηI , para ηI ∈ E 0,q−1(∆) e
logo ϕ = ∂̄(

∑
I dz

I ∧ ηI).
Agora demonstramos o Lema para (0, q)-formas. Seja ϕ =

∑
|J|=q ϕIdz̄

J ∈
E 0,q(∆) tal que ∂̄ϕ = 0. Afirmamos que para qualquer s < 1, existe uma forma
ψ ∈ E 0,q−1(∆(s)) tal que ∂̄φ = ϕ em ∆(s).

Segundo, afirmamos que existe ηn ∈ E 0,q−1(∆(s)) tal que ϕ− ∂̄ηn não involve
dz̄n, e apenas os termos dz̄1, . . . , dz̄n−1.

Mais precisamente, seja k ∈ {1, . . . , n} o menor ı́ndice tal que se I =
(i1, . . . , iq), com iq > k, então o coeficiente ϕI ≡ 0. (Por isso dizemos que
ϕ não involve os elementos dz̄k+1, . . . , dz̄n). Então nós afirmamos que podemos
encontrar η ∈ E 0,q−1(∆(s)) tal que ϕ− ∂̄η não involve dz̄k, . . . , dz̄n. É claro ver
que isso é suficiente, por indução, concluir a primeira afirmação.

Então, suponha que ϕ = ϕ1 ∧ dz̄k +ϕ2 para ϕ1 e ϕ2 formas de tipo (0, q− 1)
e (0, q), respetivamente, que não involvem formas dz̄k e por cima. Então

∂̄ϕ = 0 = ∂̄ϕ1 ∧ dz̄k + ∂̄ϕ2.

Então, por ϕ2 não involver termos dz̄l para l ≥ k, a derivada ∂̄ϕ2 não involve
termos dz̄k ∧ dz̄l, para l > k. Então, por ∂̄ϕ = 0, podemos concluir a mesma
coisa do termos ∂̄ϕ1 ∧ dz̄k. Temos

ϕ1 =
∑
|I|=q
iq=k

ϕIdz̄
i1 ∧ · · · ∧ dz̄iq−1 ,

∂̄ϕ1 =
∑
|I|=q
iq=k

∑
j

∂ϕI
∂z̄j

dz̄j

 ∧ dz̄I\{k},
então podemos concluir que ∂ϕI

∂z̄j = 0 para j > k. Isso é dizer que os coeficientes
ϕI são holomorfos com respeito às variáveis zk+1, . . . , zn. Para s < 1, seja ∆(s)
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o polidisco {(z1, . . . , zn) | |zj | < s} e seja

η =
∑
|I|=q
iq=k

ηIdz̄
I\{k} ∈ E 0,q−1(∆(s)),

onde

ηI =
1

2πi

∫
|ξ|≤s

φI(z
1, . . . , ξ, . . . , zn)

ξ − zk
dξ ∧ dξ̄.

Pelo ∂̄-Lema de Poincaré em uma variável, ∂ηI
∂z̄k

= ϕI , enquanto para l > k,
∂ηI
∂z̄l

= 0. Logo,

∂̄η =
∑
I3k

∑
j

∂ηI
∂z̄j

dz̄j ∧ dz̄I\k,

=
∑
I3k

k−1∑
j=1

∂ηI
∂z̄j

dz̄j ∧ dz̄I\k +
∑
I3k

∂ηI
∂z̄k

dz̄k ∧ dz̄I\k.

O primeiro desses dois termos involve apenas termos em {1, . . . k − 1}, enquanto
o segundo termos é igual a ±ϕ1 ∧ dz̄k = ±(ϕ − ϕ2). Isso é dizer que ϕ − ∂̄η
involve apenas as variáveis dz̄1, . . . , dz̄k−1 e ∂̄(ϕ − ∂̄η) = 0. Por uma indução
descrescente, podemos retirar todas as variáveis e concluir que para qualquer
s ∈ (0, 1), existe η ∈ E 0,q−1(∆(s)) tal que ∂̄η = ϕ em ∆(s). Em particular,
podemos supor que η ∈ E 0,q−1(∆) e que ∂̄η = ϕ em ∆(s).

Terminamos a demonstração que uma forma pode ser encontrada tal que ∂̄η = ϕ
em todo de ∆. Isso será feito por indução em q ≥ 1. Seja 0 < rj ↗ 1
uma sequência estritamente crescente. Em particular, o polidisco ∆(rk) é pré-
compacto em ∆(rk+1) para todo k. Para todo k, existe ψk ∈ E 0,q−1(∆(1)) tal
que ∂̄ψk = ϕ em ∆(rk). Queremos mostrar que ψk → ψ, pelo menos depois
de adicionar um termo de correção. Então, suponha que ψk é dada, e seja
α ∈ E 0,q−1(∆(1)) tal que ∂̄α = ϕ em ∆(rk+1). Isso é dizer que em ∆(rk),
∂̄(ψk − α) = 0.

Agora, suponha o caso inicial da indução q = 1. Então ψk e α são funções em ∆
tal que ∂̄(ψk − α) = 0, ou que ψk − α é holomorfa, em ∆(rk)). Logo, ψk − α é
dada por uma série de potências uniformamente convergente em subcompactos
de ∆(rk). Trancamos a série para obter um polinômio β tal que

sup
∆(rk−1)

|ψk − α− β| <
1

2k

e seja ψk+1 = α + β ∈ E 0,0(∆(1)), tal que ∂̄ψk+1 = ∂̄α = ϕ em ∆(rk+1), mas
adicionalmente tal que

|ψk+1 − ψk| <
1

2k
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em ∆(rk−1). Logo,

ψ = lim
j→∞

ψj =

∞∑
j=0

(ψj+1 − ψj),

=

k∑
j=0

(ψj+1 − ψj) +

∞∑
j=k+1

(ψj+1 − ψj).

O primeiro termo é suave e igual a ψk+1. O segundo termo é uma série unifor-
mamente convergente de funções holomorfas em ∆(rk−1). Logo, para qualquer
k, em ∆(rk−1), ∂̄ψ = ϕ, como desejado.

Agora, suponha que q ≥ 2 e que para todo φ ∈ E 0,q−1(∆(1)) com ∂̄φ = 0, existe
σ ∈ ∆(1) tal que ∂̄σ = φ em ∆(1). Pela construção acima, já vimos que para todo
k, existe ψk ∈ E 0,q−1(∆(1)) tal que ∂̄ψk = ϕ em ∆(rk). Afirmamos que essas
formas podem ser escolhidas para que ψk+1 = ψk em ∆(rk−1). Supomos que as
ψ1, . . . , ψk já foram escolhidas satisfazendo isso, e seja α ∈ E 0,q−1(∆(1)) alguma
forma com ∂̄α = ϕ em ∆(rk+1). Temos ∂̄(ψk − α) = 0 em ∆(rk), então pela
hipótese de indução (em q), ψk −α = ∂̄βk para alguma βk ∈ E 0,q−2(∆(rk)). Em
particular, usando uma função de corte, podemos supor que βk ∈ E 0,q−2(∆(1))
e que ψk = α + ∂̄βk em ∆(rk−1). Então seja ψk+1 = α + ∂̄βk ∈ E 0,q−1(∆(1)).
Isso satisfaz ψk+1 = ψk em ∆(rk−1) e ∂̄ψk+1 = ∂̄α = ϕ em ∆(rk+1). Logo, o
limite ψ = limk→∞ ψk existe, é suave e satisfaz ∂̄ψ = ϕ em ∆(1).

3.5 Métricas Hermitianas

Métricas Riemannianas são objetos fundamentais na geometria diferencial de
variedades suaves. Nessa seção, estudaremos as métricas Riemannianas mais
compat́ıveis com a estrutura de uma variedade complexa. Para começar, é
neecssário explicitar algumas ideias da álgebra linear de vetores, covetores e
produtos Hermitianos. Seja V um espaço vetorial real, de dimensão real 2n,
e seja J : V → V um endomorfismo linear tal que J2 = −Id. Um produto
interior 〈·, ·〉 em V é Hermitiano com respeito a J se 〈Jv, Jw〉 = 〈v, w〉 para
todo v, w ∈ V .

Seja M uma variedade complexa de dimensão n, equipada com a sua estrutura
quase-complexa J . Seja g uma métrica Riemanniana em M . Isso é dizer que
para todo p ∈M ,

gp : TpM × TpM −→ R,

é um produto interior em TpM , variando suavamente com p ∈M . Deixaremos
o sub-escrito p frequentemente quando é bem entendido. g é uma seção suave
do fibrado S2(T ∗M), satisfazendo a condição de positividade em cada ponto. g
é uma metrica Hermitiana se g(Jv, Jw) = g(v, w) para todo v, w ∈ TpM e
todo p ∈M .

A nossa primeira observação óbvia é que g(Jv, v) = 0 para todo v ∈ TpM ,
pois g(Jv, v) = g(J2, Jv) = −g(v, Jv) = −g(Jv, v). Equivalentemente, a forma
bilinear ω(v, w)− g(Jv,w) é anti-simétrica.
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Estendemos o produto interior à compleficação do espaço tangente TpM ⊗C por
bilinearidade complexa. A complexificação decompõe-se como uma soma direta
TM ⊗ C = T 1,0 ⊕ T 0,1.

Lema 3.12. Se g é uma métrica Hermitiana em M , os subespaços T 1,0
p , T 0,1

p ⊆
TpM ⊗ C são isotrópicos. Isso é dizer, que

g(T 1,0, T 1,0) ≡ 0,

g(T 0,1, T 0,1) ≡ 0.

Demonstração: Para X = 1/2(v − iJv) e Y = 1/2(w − iJw) elementos de
T 1,0, nós temos

g(X,Y ) =
1

4
g(v − iJv, w − iJw),

=
1

4
[g(v, w)− g(Jv, Jw)] +

i

4
[−g(v, Jw)− g(Jv,w)] ,

= 0

pois g é Hermitiana. De modo parecido, consideramos g(T 1,0, T 0,1) e g(T 0,1, T 1,0).
Para X1,0 = 1/2(v − iJv) e Y 0,1 = 1/2(w + iJw), temos g(X1,0, Y 0,1) =
g(Y 0,1, X1,0), pela simetria do tensor g. Também,

g(X1,0, Y 0,1) =
1

2
g(v, w)− i

2
g(Jv,w).

Conjugação em TM ⊗ C age pelo seguinte. Se X = 1/2(v − iJv) ∈ T 1,0, para
v real, X = 1/2(v + iJv). Definimos um produto Hermitiano sesqui-linear no
espaço vetorial complexo T 1,0 por

h : T 1,0 × T 1,0 → C,
h(X,Y ) = g(X,Y ).

O produto h é C-linear em X e C-anti-linear em Y . Satisfaz h(X,Y ) = h(Y,X),
e para X = Y ,

h(X,X) = g(X,X),

=
1

2
(g(v, v)− ig(Jv, v)) ,

=
1

2
g(v, v) ≥ 0.

h(X,X) é real e positivo se X 6= 0.

Já vimos que a forma bilinear ω(v, w) = g(Jv,w) é anti-simétrica. Podemos
considerar a decomposição de ω por (p, q)-tipo.

Λ2T ∗pM ⊗ C = Λ2,0
p ⊕ Λ1,1

p ⊕ Λ0,2
p ,

ω = ω2,0 + ω1,1 + ω0,2.

Afirmamos que ω2,0 = ω0,2 = 0 e ω é puramente de tipo (1, 1). Isso segue pela
observação que ω2,0 = 0 se e somente se ω2,0(X,Y ) = ω(X,Y ) = 0 para todo
X,Y ∈ T 1,0. Isso vale porque

ω(X,Y ) = g(JX, Y ) = ig(X,Y ) = 0,
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usando o fato de X ser um i-auto-vetor de J , e T 1,0 ser um subespaço isotrópico
para g. Logo ω ∈ E 1,1(M).

Consideramos a métrica g e a forma ω em coordenadas locais (zα), onde zα =
xα + iyα. Então, em termos das formas dzα, z̄β , para 1 ≤ α, β, n.

g =
∑
α,β

gαβdz
α ⊗ dz̄β +

∑
αβ

gᾱβdz̄
α ⊗ dzβ

+
∑
αβ

gαβ̄dz
α ⊗ dz̄α +

∑
αβ

gᾱβ̄dz̄
α ⊗ dz̄β ,

onde, por exemplo, gᾱβ = g(∂/∂z̄α, ∂/∂zβ). Observamos que os subespaços
T 1,0 e T 0,1 serem isotrópicos implica que gαβ = gᾱβ̄ = 0 para todo α e β.
Segundo, a simetria de g implica que gαβ̄ = gβ̄α. Por final, a condição que

g(X,Y ) = g(Y,X) implica que gαβ̄ = gβᾱ. Resumindo, a métrica Riemanniana
g, e a forma associada ωsão dadas localmente por

g =
∑
αβ

gαβ̄(dzα ⊗ dz̄β + dz̄β ⊗ dzα),

ω = i
∑
αβ

gαβ̄dz
α ∧ dz̄β .

Dada a forma ω, podemos recuperar a métrica g :

ω(v, w) = g(Jv,w),

g(v, w) = ω(v, Jw).

Exerćıcio 3.1. Seja η ∈ Λ2T ∗M = Λ2,0 ⊕ Λ1,1 ⊕ Λ0,2. Então defina a forma
J∗η ∈ Λ2T ∗M por J∗η = η(J ·, J ·). Demonstre que η ∈ Λ2,0 ⊕Λ0,2 se e somente
se J∗η = −η e que η ∈ Λ1,1 se e somente se J∗η = η.

Conjugação em vetores tangentes complexos estende-se para covetores e formas
diferenciais. Definimos

· : Λ1 = T ∗M ⊗ C −→ Λ1,

α(v) = α(v).

Em coordenadas, isso satisfaz λdzα = λ̄dz̄α. Conjugação de k-formas é definida
de maneira parecida :

λdzi1 ∧ · · · ∧ dzip ∧ dz̄j1 ∧ · · · ∧ dz̄jq 7→ λ̄dz̄i1 ∧ · · · ∧ dz̄ip ∧ dzj1 ∧ · · · ∧ dzjq .

Em particular, conjugação manda formas de tipo (p, q) para (q, p)-formas. Uma
(p, p)-forma α ∈ Λp,p é real se ᾱ = α. Por exemplo, em p = 1, se

ω =
∑
αβ

ωαβ̄dz
α ∧ dz̄β ,

ω̄ =
∑
αβ

ωαβ̄dz̄
α ∧ dzβ = −

∑
αβ

ωβᾱdz
α ∧ dz̄β ,
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então ω é real se e somente se ωαβ̄ = −ωβᾱ. Escrevendo ω como

ω = i
∑
αβ

gαβ̄dz
α ∧ dz̄β ,

ω é real se e somente se os coeficientes satisfazem gαβ̄ = gβᾱ, como é o caso para
a (1, 1)-forma obtida de uma métrica Hermitiana.

Definição 3.13. Uma (1, 1)-forma real ω ∈ E 1,1(M) é positiva se, para todo
p ∈M , a forma simétrica em TpM g(v, w) = ω(v, Jw) é positivo definida.

Agora construimos uma métrica Riemanniana muito importante no espaço
projetivo Pn. Um ponto ξ ∈ Pn é dado por um sub-espaço vetorial ξ ⊆ Cn+1 de
dimensão um. Nós temos uma projeção π : Cn+1 \ {0} → Pn enviando um vetor
não-nulo v para a linha [v] gerada por v. Para um subconjunto aberto U ⊆ P
seja F : U → Cn+1 \ {0} uma aplicação holomorfa tal que F (ξ) ∈ ξ para todo
ξ ∈ U . Isso é dizer que π ◦ F (ξ) = ξ, para todo ξ. Então, defina

ωU = i∂∂̄ log ‖F‖2,

onde ‖·‖ é a norma Euclideana em Cn+1. Primeiro, mostramos que isso independe
do mapa F . Se F ′ : V → Cn+1 \{0} também é holomorfa e satisfaz π(F ′(ξ)) = ξ
para todo ξ ∈ V , então em U ∩V , F ′ = f ·F para alguma função f ∈ O∗(U ∩V ).
Então em U ∩ V ,

ωV = i∂∂̄ log ‖F ′‖2,
= i∂∂̄ log(|f |2‖F‖2),

= i∂∂̄ log |f |2 + i∂∂̄ log ‖F‖2.

Um exerćıcio rápido mostra que se f é holomorfa e não-nula, ∂∂̄|f |2 ≡ 0, então
temos ωV = ωU em U ∩ V e as expressões definem uma forma ω ∈ E 1,1(Pn).
Mais explicitamente, em

U0 = {[w0 : · · · : wn] | w0 6= 0},
= {[1 : z1 : · · · : zn] | z ∈ Cn},

temos F : U0 → Cn+1 \ {0}, F ([1 : z]) = (1, z) e ωU0
= i∂∂̄ log(1 + |z|2).

Afirmamos que ωU0
é uma (1, 1)-forma real e positiva. Nós temos

ωU0
= i∂∂̄ log(1 + |z|2),

= i∂

(∑
α z

αdz̄α

1 + |z|2

)
,

= i

(∑
α dz

α ∧ dz̄α

1 + |z|2
−

(
∑
α z̄

αdzα) ∧ (
∑
β z

βdz̄β)

(1 + |z|2)2

)
.

Observamos que g = ω(·, J ·) é uma métrica Riemanniana se e somente se
ω(v, Jv) ≥ 0 e vale zero somente para v = 0. Isso é equivalente a −iω(X,X) ≥ 0
para todo X = 1/2(v − iJv) ∈ T 1,0, valendo zero apenas para X = 0. Então
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para X =
∑
j a

j ∂
∂zj ,

−iωU0
(X,X) =

1

(1 + |z|2)2

(1 + |z|2)
∑
j

|aj |2 − (
∑
j

z̄jaj)(
∑
k

zkāk)

 ,

=
1

(1 + |z|2)2

(
|a|2 + |z|2|a|2 − |z · a|2

)
,

≥ |a|2

(1 + |z|2)2
.

Isso é sempre não-negativo e vale zero somente para X = 0.

Isso implica em particular que a g = ω(·, J ·) define uma métrica em Pn. Essa
métrica é chamada a métrica de Fubini-Study. g e ω serão denotadas por gFS e
ωFS , respetivamente.

Definição 3.14. Seja M uma variedade complexa. Uma métrica Hermitiana
em M é uma métrica de Kähler se a forma anti-simétrica ω associada a g é
fechada. Isso é dizer, dω = 0.

A forma ωFS dada pela métrica de Fubini-Study satisfaz, localmente, ωFS =
i∂∂̄ log ‖F‖2, então ∂ωFS = ∂̄ωFS = 0 e gFS é de Kähler.

3.6 Exerćıcios

1. Encontre um difeomorfismo explicito entre CP1 e S2.

2. Demostre que o conjunto {[x; y; z] ∈ CP2 ; zx2 = y(y − z)(y − 2z)} é uma
superf́ıcie de Riemann.

3. (a) Utilize o Lema de Schwarz para determinar todos os automorfismos
do disco unitário D(0, 1).

(b) Determine um isomorfismo entre D(0, 1) e H = {z ∈ C ; Im(z) > 0}.
(c) Mostra que uma função inteira f tal que Im(f) > 0 deve ser constante.

4. Seja V um espaço vetorial real e J : V → V um mapa linear que satisfaz
J2 = −Id. Definimos o complexificação de V como VC = V ⊗R C. Um
elemento w ∈ VC pode ser unicamente escrito como w = u+iv, identificando
u ∼ u⊗1 e iv ∼ v⊗ i, para u, v ∈ V . VC é, obviamente, um espaço vetorial
sobre C. Extendemos J a VC por J(u+ iv) = Ju+ iJv.

(a) Demonstre que dimC VC = dimR V .

Definimos subespaços de VC

V 1,0 = {w ∈ VC ; Jw = iw},
V 0,1 = {w ∈ VC ; Jw = −iw}.

(b) Demonstre que V 1,0 e V 0,1 são subespaços complexos de VC, que tem a
mesma dimensão sobre C, que V 1,0∩V 0,1 = {0} e que VC = V 1,0⊕V 0,1.
Em particular, isso implica que dimR V = 2n é par.
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(c) Demonstre que existe uma base para V da forma {v1, v2, . . . , vn, Jv1, . . . , Jvn}.
(d) Para w ∈ VC, denote por w1,0 e w0,1 os componentes de w na decom-

posição VC = V 1,0 ⊕ V 0,1. Demonstre que w1,0 = 1/2(w − iJw) e
w0,1 = 1/2(w + iJw).

(e) Definimos uma aplicação linear real ·̄ : VC → VC, chamada conjugação,
por w̄ = u+ iv = u− iv, para u, v ∈ V . Demonstre que conjugação
troca V 1,0 e V 0,1 e (̄·)2 = Id.

Consideramos o espaço vetorial complexo Λ1
C = HomC(VC,C) = HomR(V,C).

Definimos os subespaços

Λ1,0 = {α ∈ Λ1
C ; α(w) = 0, ∀w ∈ V 0,1},

Λ0,1 = {α ∈ Λ1
C ; α(w) = 0, ∀w ∈ V 1,0}

(f) Demonstre que temos decomposição em soma direita Λ1
C = Λ1,0⊕Λ0,1.

(g) Demonstre que α ∈ Λ1,0 se e somente se para todo v ∈ V , α(Jv) =
iα(v).

5. Denote por Γτ ⊆ C o subgrupo aditivo Γτ = Z + τZ para τ ∈ {z ∈
C ; Im(z) > 0}. Demostre que se τ ′ = A(τ) para algum A ∈ SL(2,Z)
então os toros quocientes Tτ ′ = C/Γτ ′ e Tτ = C/Γτ são biholomorfos.
Toros complexos de dimensão um são também chamadas curvas eĺıpticas
para minimizar a ambiguidade com toros complexos de dimensão mais alta
da forma Cn/Z2n.

6. Consideraremos uma variedade de Hopf unidimensional. Z age em C∗ =
C \ {0} por (k, z) 7→ λkz por λ ∈ C fixo com |λ| 6= 1.

(a) Demonstre que a ação de Z em C∗ é propriamente descont́ınua e sem
pontos fixos. Isso implica que o quociente Sλ, com topologia quo-
ciente, canonicamente admite a estrutura de uma variedade complexa.
Encontre um sistema de cartas para Sλ

(b) Demonstre que Sλ é difeomorfa a S1 × S1. Determine explicitamente
um biholomorfismo entre Sλ e um toro quociente Tτ , para algum
τ ∈ {z ; Im(z) > 0}.

7. (a) Sejam V um espaço vetorial real de dimensão 2n e VC = V ⊗ C.
Demonstre que a imposição de um aplicação J : V → V tal que
J2 = −Id é equivalente a um subespaço complexo V ′ ⊆ VC tal que
V ′ ∩ V ′ = {0} e V ′ ⊕ V ′ = VC.

(b) Seja JV ⊆ End(V ) o conjunto de aplicações lineares J com J2 = −Id.
Demonstre que o grupo GL(V,R) age transitivamente em JV . Dado
J ∈ JV , determine o subgrupo de isotropia de J .

8. Seja V um espaço vetorial real de dimensão 2n e J um mapa linear em V
com J2 = −Id. Consideramos k-covetores complexas em V :

ΛkC = Λk(Λ1
C) =

(
ΛkV ∗

)
⊗ C.

Observamos que ΛkC é um espaço vetorial complexo de dimensão 2n. Como
na última questão, um elemento de ΛkC tem a forma Φ = Φ1 + iΦ2, para
Φ1,Φ2 ∈ ΛkV ∗. Queremos entender como ΛkC decompõe-se em (p, q)-tipo.
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Para cada p ∈ {0, . . . , k} consideramos a p-éssima poténcia exterior
de Λ1,0, ΛpC(Λ1,0). Se 1

2 dimR V = dimC V
1,0 = dimC Λ1,0 = n, então

dimC ΛpC(Λ1,0) =
(
n
p

)
. Similarmente, consideramos ΛqC(Λ0,1), que tem

dimensão
(
n
q

)
.

Podemos definir um mapa no produto tensorial (µ para multiplicação)

µp : ΛpC(Λ1,0)⊗ Λk−pC (Λ0,1) −→ ΛkC,

α⊗ β 7→ α ∧ β.

(a) Demonstre a fórmula combinatória seguinte(
2n

k

)
=

k∑
p=0

(
n

p

)(
n

k − p

)
.

(b) Demonstre que ΛkC é gerado pelas imagens dos mapas µp, para p
variando entre 0 e k.

(c) Para p e q distintos, demonstre que as imagens de µp e µq intersectam-
se apenas na órigem 0 ∈ ΛkC.

Definimos Λp,k−p = Im(µp) ⊆ ΛkC. Um elemento de Λp,k−p é chamado uma
k-forma de tipo-(p, k − p).

(d) Demonstre que existe uma decomposição de soma direita

ΛkC =

k⊕
p=0

Λp,k−p.

9. Seja f : U → V uma aplicação holomorfa, entre conjuntos abertos em
espaços euclideanos ou entre variedades complexas. Demonstre que o o
pull back de formas diferenciais f∗ : Ek(V ) → Ek(U) induz aplicações
f∗ : Ep,q(V )→ Ep,q(U).

10. Seja f : U → V uma aplicação holomorfa, entre conjuntos abertos em
espaços euclideanos ou entre variedades complexas. Demonstre que o o
pull back de formas diferenciais f∗ : Ek(V ) → Ek(U) induz aplicações
f∗ : Ep,q(V )→ Ep,q(U).

11. Considere a 2n-forma em Cn,

Ω =
in

2n
dz1 ∧ dz̄1 ∧ dz2 ∧ · · · ∧ dzn ∧ dz̄n.

(a) Demonstre que

Ω =
in

2

2n
dz1 ∧ dz2 ∧ · · · ∧ dzn ∧ dz̄1 ∧ · · · ∧ dz̄n,

= dx1 ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dyn.

(b) Seja F = (F 1, . . . , Fn) um mapa holomorfa, definida no aberto U ⊆
Cn e tomando valores em Cn. Demonstre que

F ∗Ω =

∣∣∣∣det

(
∂F j

∂zk

)∣∣∣∣2 Ω,

onde (∂F j/∂zk) é a matrix Jacobiana complexa de F .
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(c) Demonstre que toda variedade complexa é orientável e que a estrutura
complexa canonicamente determina uma orientação.

12. Demonstre que ∂α = ∂̄ᾱ. Em particular isso implica que uma (p, p)-forma
real α ∈ Ep,p(U)∩E2p

R (U) é ∂-fechada (exata) se e somente se α é ∂̄-fechada
(exata). Formule as várias ∂-versões do Lema de Poincaré.

13. Seja ∆ ⊆ Cn um polidisco.

(a) Seja α ∈ E1,1(∆) uma (1, 1)-forma d-fechada. Demonstre que existe
uma função suave f ∈ E0(∆) = C∞(∆,C) tal que ∂∂̄f = α.

(b) Seja β ∈ Ep,q(∆) uma (p, q)-forma d-fechada, com p, q ≥ 1. Demonstre
que existe uma forma γ ∈ Ep−1,q−1(∆) tal que ∂∂̄γ = β.

14. Os exemplos de hipersuperf́ıcies em Cn e em CPn podem ser generalizados
da maneira seguinte. Sejam f1, . . . , fk polinômios homogêneos (de graus
dj respetivamente) em Cn+1. Nas aulas nós vimos que o conjunto V (fj) =
{[Z] ∈ CPn ; fj(Z) = 0} é um subconjunto bem definido. Demonstre que
se 0 ∈ Ck é um valor regular da aplicação (f1, . . . , fk) : Cn+1 → Ck, então

X = V (f1) ∩ · · · ∩ V (fk) ⊆ CPn

é uma subvariedade complexa de CPn de dimensão n− k. X é chamada a
interseção completa das hipersuperf́ıcies V (fj).

15. Esse exerćıcio vai investigar um exemplo de uma subvariedade complexa
Σ ⊆ CP3 que não pode ser escrita como uma interseção completa. A
superf́ıcie de Riemann Σ é chamada a cúbica torcida.

Considere os três polinômios homogênos de grau 2 em C4.

F0 = xz − y2,

F1 = yw − z2,

F2 = xw − yz.

(a) Demonstre que a hipersuperf́ıcie V (F2) ⊆ CP3 é suave mas V (F0) e
V (F1) não são.

(b) Demonstre que o mapa

µ : CP1 → CP3,

[s : t] 7→ [x : y : z : w] = [s3 : s2t : st2 : t3]

é um mergulho, e logo tem imagem uma subvariedade complexa suave
de CP3. Demonstre que a imagem de µ é igual a Σ = V (F0)∩V (F1)∩
V (F2).

(c) Demonstre que para quaisquer duas das funções F0, F1, F2, V (Fi) ∩
V (Fj) é estritamente maior que Σ.

(d) Demonstre que para todo p ∈ Σ, Σ pode ser dada numa vizinhança de
p como o zero locus de duas das Fi. Isso é dizer que Σ é localmente o
conjunto nulo de dois polinômios, mas não é globalmente.
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Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n. Nós não supomos que M
é compacta ou orientável. Para k ≥ 0, seja Ek(M) o espaço de k-formas suaves
reais em M . Temos a operação de diferenciação exterior

d : Ek(M)→ Ek+1(M)

que satisfaz d2 = 0. Para entender quando uma forma α ∈ Ek(M) tem a forma
α = dβ, para β ∈ Ek−1(M), então uma condição necessária é que dα = 0.
Definimos o grupo de cohomologia de De Rham como o quociente de espaços
vetoriais reais

Hk
dR(M) =

ker{d : Ek(M)→ Ek+1(M)}
im{d : Ek−1(M)→ Ek(M)}

.

Muitas vezes vamos deixar o dR da notação aqui. Podemos igualmente considerar
formas com valores em C, mas isso muda pouco porque o operador d preserva a
decomposição de uma forma complexa α = α1 +iα2 em partes reais e imaginárias.

Também, podemos considerar Dk(M) = Ekc (M) como o espaço de k-formas
suaves (reais ou complexas) em M com suporte compacto. De novo, temos
dDk(M) ⊆ ker{d : Dk(M)→ Dk+1(M)} e definimos o grupo de cohomologia de
De Rham de suporte compacto por

Hk
c (M) =

ker{d : Dk(M)→ Dk+1(M)}
dDk−1(M)

.

Observamos que se M é uma variedade compacta, então Hk(M) = Hk
c (M).

11. (a) Sejam M e N variedades diferenciáveis e F : M → N uma aplicação
diferenciável. Demonstre que o pull-back de k-formas F ∗ : Ek(N)→
Ek(M) induz uma aplicação linear F ∗ : Hk(N)→ Hk(M).

(b) Seja F : M → N uma aplicação diferenciável própria. Isso é dizer que
para qualquer conjunto compacto K ⊆ N , a pré-imagem F−1(K) ⊆
M também é compacto. Demonstre para α ∈ Dk(N), F ∗α ∈ Dk(M).

(c) Demonstre que uma aplicação própria F induz um morfismo

F ∗ : Hk
c (N) −→ Hk

c (M).

(d) Demonstre que se F : X → Y e G : Y → Z são aplicações difer-
enciáveis, então

(G ◦ F )∗ = F ∗ ◦G∗ : Hk(Z) −→ Hk(X),

e em particular, se F é um difeomorfismo, então F ∗ é um isomorfismo.
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4 Feixes e Cohomologia

4.1 Primeiras Definições

Seja M uma variedade complexa e α ∈ E 0,1(M) uma (0, 1)-forma suave tal que
∂̄α = 0. Fazemos a pergunta de se existe uma função suave f ∈ E 0(M) tal que
∂̄f = α. Já vimos, pela observação que

H0,1

∂̄
(∆) = {0},

que uma função f sempre pode ser encontrada localmente. A o grupo de coho-
mologia H0,1

∂̄
(M), ou mais precisamente a classe de α nesse grupo, é a obstrução

de ter uma resposta afirmativa a essa questão. Nesse caṕıtulo estudaremos
outras ideias parecidas que relacionam informação local e global em variedades
complexas. 1

Definição 4.1. Seja X um espaço topológico. Um pré-feixe F em X é uma
associação de um grupo abeliano F(U) a cada subconjunto aberto U ⊆ X, e, para
cada inclusão de abertos V ⊆ U ⊆ X, um homomorfismo rV,U : F(U)→ F(V )
que satisfazem as condições

1. rU,U = IdF(U), para todo U ⊆ X aberto,

2. Se W ⊆ V ⊆ U , então rW,U = rW,V ◦ rV,U .

O grupo F(U) é chamado o grupo de seções de F em U , e rV,U é chamado o
mapa de restrição de U em V .

Definição 4.2. Um pré-feixe F é um feixe se também satisfaz as condições,
para Ui ⊆ X subconjuntos abertos em X (para i ∈ I) e U =

⋃
i∈I Ui,

3. Se s, t ∈ F(U) e rUi,U (s) = rUi,U (t) para todo i ∈ I, então s = t.

4. Se si ∈ F(Ui) são tais que rUi∩Uj ,Ui(si) = rUi∩Uj ,Uj (sj) para todo i, j ∈ I,
então existe s ∈ F(U) tal que si = rUi,U (s) para todo i ∈ I.

A condição 4. quer dizer que seções locais de F que coincidam onde ambas são
definidas estendem-se a definir uma seção na união dos domı́nios de definição. A
condição 3. diz que o objeto global que obtemos é unicamente determinado.

Exemplos. Seja X uma variedade diferenciavel. Temos o feixe F = C∞X de
funções suaves em X, definido por C∞X (U) = C∞(U) = {funções suaves f :
U → C}, com homomorfismos rV,U : C∞X (U) → C∞X (V ) dados como restrição
das funções rV,U (f) = f |V .

Se X é uma variedade complexa, seja F = OX o feixe de funções holomorfas.
Para U ⊆ X um subconjunto aberto, temos

OX(U) = {f : U → C holomorfa}.

Como no exemplo anterior o homomorfismo rV,U é dado por restrição.
Seja F = O∗X o feixe de funções não nulas.

O∗X(U) = {f : U → C∗ holomorfa},
1mencione em algum luga que os espaços topologicos são sempre para-compactos.
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com operação dada por multiplicação pontual das funções. Verificar que esses
exemplos satisfazem as condições 1.-4. de um feixe pode ser considerado um
exerćıcio.

Se p ∈ X é um ponto fixado, consideramos F = Ip o feixe de funções que se
anulam em p. Isso é dizer, para U ⊆ X aberto,

Ip(U) =

{
OX(U), se p 6∈ U,
{f ∈ OX(U) | f(p) = 0} se p ∈ U.

Observamos que C∞X e OX são feixes de anéis, no sentido que para todo U ⊆ X,
OX(U) é um anel é os mapas rV,U são homomorfismos de aneis.

Definição 4.3. Seja (A, ρ) um feixe de anéis. (F , r) é um feixe de A-modulos
se

1. Para todo aberto U ⊆ X, F(U) é um A(U)-modulo, e

2. Para V ⊆ U ⊆ X abertos e f ∈ A(U) e s ∈ F(U),

rV,U (f · s) = ρV,U (f) · rV,U (s).

Seja G um grupo abeliano fixado. Para cada aberto U ⊆ X podemos considerar
o conjunto Gc(U) = G = {g : U → G constante }. Observamos, porém, que
com essa definição, e homomorfismos dados por restrição, Gc não define um
feixe. Em particular, essa associação de grupos a conjuntos abertos não satisfaz
condição 4., dada acima. Para acertar esse ponto detalhado, consideramos G
com a topologia discreta, em que todo subconjunto de G é aberto e definimos,

G(U) = {g : U −→ G, cont́ınua }

e deixamos como um exerćıcio mostrar que G é um feixe. Um elemento f ∈ G(U)
é localmente constante. É constante em componentes conexos de U . Com essa
definição, obtemos os feixes de funções localmente constantes R, Z, Q, C, C∗,
Z2, e outros.

Definição 4.4. Um conjunto dirigido é um conjunto I com uma ordem parcial
≤ tal que para todo i, j ∈ I, existe k ∈ I tal que k ≤ i e k ≤ j.

Seja X um espaço topológico. O conjunto de coberturas abertas de X forma um
conjunto dirigido em que, para coberturas U = {Ui}i∈I e V = {Vj}j∈J , dizemos
que V � U se para todo j ∈ J , existe i ∈ I tal que Vj ⊆ Ui. Para quaisquer U ,V ,
a cobertura W = {Ui ∩ Vj}(i,j)∈I×J satisfaz W � U e W � V.

Seja X um espaço topológico e x ∈ X. Para U e V vizinhanças de x, dizemos
que U � V se U ⊆ V . Assim, o conjunto de vizinhanças de x forma um conjunto
dirigido.

Definição 4.5. Um sistema dirigido de grupos abelianos é uma coleção
{Ai}i∈I de grupos abelianos, indexada por um conjunto dirigido, junto com
homomorfismos de grupos fij : Aj → Ai sempre que i ≤ j, satisfazendo

1. fii = IdAi ,

2. fij ◦ fjk = fik.
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Seja X um espaço topológico e x ∈ X um ponto fixado. Seja F um pré-feixe
de grupos abelianos em X. Então, a famı́lia de grupos F(U) | x ∈ U}, com os
homomorfismos de restrição rU,V , quando U ⊆ V , é um exemplo de um sistema
dirigido de grupos.

Definição 4.6. Seja ({Ai}i∈I , fij) um sistema dirigido de grupos abelianos.
Seja

lim
−→

Ai = (
⊔
i

Ai)/ ∼,

onde dizemos que Ai 3 xi ∼ xj ∈ Aj se e somente se existe k ≤ i, j tal que
fki(xi) = fkj(xj).

O limite limAi é chamado o limite direto do sistema dos grupos. limAi
também é um grupo abeliano.

Proposição 4.7. Seja limAi o limite direto de um sistema dirigido de grupos.

1. Existem homomorfismos fj : Aj → limAi tais que se k ≤ j, fj = fk ◦ fkj.

2. limAi, fj) é um objeto inicial na categoria de grupos abelianos G com
homomorfismos Ai → G.

Sejam X um espaço topológico, x ∈ X um ponto de X e F um pré-feixe
de grupos abelianos em X. Já vimos que {F(U) | x ∈ U}, com restrições
rV,U : F(U)→ F(V ) é um sistema dirigido de grupos. Definimos o grupo

Fx = lim
−→
F(U) = (

⊔
U3x
F(U))/ ∼ .

Então, s ∈ F(U) e t ∈ F(V ) são equivalentes se existe W ⊆ U ⊆ V uma
vizinhança de x tal que rW,U (s) = rW,V (t). Nós já vimos essa definição para
funções holomorfas. Um elemento OX,x 3 f é o germe de uma função holomorfa
no ponto x. O grupo Fx é chamado o caule do feixe F em x.

Seja F e G feixes em X. Denote por r os mapas de restrição para ambos. Um
morfismo φ : F → G de feixes é uma coleção de homomorfismos, para cada
aberto U ⊆ X,

φU : F(U) −→ G(U),

tal que

rGV,U (φU (s)) = φV (rFV,U (s)),

para todo V ⊆ U e todo s ∈ F(U).

Seja X uma variedade complexa e OX e O∗X os feixes de funções holomorfas
e holomorfas não-nulas, respetivamente. Definimos o morfismo

exp : OX −→ O∗X .

Para U ⊆ X aberto, exp : OX(U) → O∗X(U) é o homomorfismo de grupos
f 7→ exp(2πif). Incluimos o fator 2πi para simplificar a definição do núcleo
desse morfismo.

Seja E k
X o feixe de k-formas suaves em X. A derivada exterior d : E 1

X → E 2
X

também define um morfismo de feixes.
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Definição 4.8. Seja φ : F → G um morfismo de pré-feixes em X. Seja, para
cada subconjunto aberto U ⊆ X,

(kerφ)(U) = ker{φU : F(U) −→ G(U)} ⊆ F(U).

Para V ⊆ U , rV,U (φUf) = φV (rV,Uf), então

rV,U : (kerφ)(U) −→ (kerφ)(V ),

e (kerφ, r) é um pré-feixe.

Afirmamos que se F e G são feixes, então kerφ também é um feixe. Para ver
condição 3., para U =

⋃
i Ui ⊆ X, se s, t ∈ kerφ(U) tem rUi,U (s) = rUi,U (t) ∈

kerφ(Ui) ⊆ F(Ui) para todo i, então por F ser um feixe, concluimos que
s = t ∈ kerφ(U). Para a condição 4., supomos que si ∈ kerφ(Ui) ⊆ F(Ui)
satisfazem

rFUi∩Uj ,Ui(si)r
F
Ui∩Uj ,Uj (sj)

para todo i, j ∈ I. F é um feixe, então existe s ∈ F(U) tal que si = rUi,U (s)
para cada i. Fazemos a pergunta de se s ∈ kerφ(U). O elemento φU (s) ∈ G(U)
satisfaz

rGUi,U (φU (s)) = φUi(r
F
Ui,U (s)) = φUi(si) = 0 ∈ G(Ui).

Por G satisfaz condição 3., com t = 0 ∈ G(U), concluimos que φU (s) = 0, que
s ∈ kerφ(U) e que kerφ é um feixe.

Definir a imagem de um morfismo, como um feixe, é um pouco mais delicado
mas também é posśıvel. De novo, seja φ : F → G um morfismo de feixes. Seja,
para U ⊆ X aberto,

(Imφ)pr(U) = φ(F(U)) ⊆ G(U).

Com os mapas de restrição vindo do feixe G, vemos que (Imφ)pr é um pré-feixe
mas não é necessariamente um feixe.

Para ilustrar isso, considere X = C\{0}, como uma variedade complexa, F = OX ,
G = O∗X e φ = exp : OX → O∗X . Nós usamos o fato de que exp(2πi·) : C→ C∗ é
um recobrimento. Temos g ∈ O∗X(X) dada por g(z) = z. Sejam U+ = C\(−∞, 0]
e U− = C\[0,∞), tais que X = U−∪U+, e sejam g+ = rU+,X(g) e g− = rU−,X(g).
U+ e U− são simplesmente conexos, então existe levantamentos (holomorfos)
f± : U± → C, f± ∈ OX(U±) tais que

exp(f+) = g+, exp(f−) = g−.

Isso é dizer que g+ ∈ Im(exp)(U+) e g− ∈ Im(exp)(U−) e

rU−∩U+,U+
(g+) = rU−∩U+,U−(g−) = rU−∩U+,X(g),

então se (Im(exp))pr fosse um feixe, existiria um elemento f ∈ OX(X), f : C∗ →
C, tal que exp(f(z)) = z, o que é imposśıvel por C∗ ser simplesmente conexo.
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Definição 4.9. Seja F → G um morfismo de feixes. O feixe imagem Imφ
é definido pelo seguinte. Para U ⊆ X, (Imφ)(U) ⊆ G(U) é o subgrupo dado
pela condição que g ∈ (Imφ)(U) se e somente se para todo x ∈ U , existe uma
vizinhança V ∈ x e fV ∈ F(U) tal que φV (fV ) = rV,U (g).

Observamos que Imφ é um sub-feixe de G.

Definição 4.10. Seja φ : F → G um morfismo de feixes de grupos abelianos. O
mapa

U 7→ G(U)/φU (F(U)) = coker(φU )

com restrições rV,U : coker(φU ) → coker(φV ) induzidas pelas restrições em G
define um pré-feixe, chamado o pré-feixe co-núcleo e denotado por coker (φ).

Para qualquer pré-feixe F podemos definir um feixe associado F a F . Dado
U ⊆ X, σ ∈ F(U) se e somente se

σ : U →
⊔
x∈U
Fx,

tal que σ(x) ∈ Fx, para todo x ∈ U , e tal que para todo x ∈ U , existe uma
vizinhança V ⊆ U de x e uma seção do pré-feixe s ∈ F(V ) tal que σ(y) = sy ∈ Fx,
para todo y ∈ V .

Exerćıcio 4.1. Seja φ : F → G um morfismo de feixes. Seja cokerφ o feixe
associado ao pré-feixe co-núcleo de φ. Demonstre que uma seção σ ∈ cokerφ(U)
é equivalente a:

• Uma cobertura {Uα} de U =
⋃
α Uα,

• Elementos σα ∈ F(Uα) tais que em cada Uα ∩ Uβ ,

sα|Uα∩Uβ − σβ |Uα∩Uβ ∈ φUα∩Uβ (F(Uα ∩ Uβ)).

Definição 4.11. Seja φ : F → G um morfismo de feixes.

1. φ é injetivo se kerφ = 0, ou se é igual ao feixe trivial. Isso é equivalente a
kerφU = {0} para todo U ⊆ X.

2. φ é sobrejetivo se Imφ = G.

3. A composição de morfismos

F φ−→ G ψ−→ H

é uma sequência se ψ ◦ ψ = 0, o que é equivalente a Imφ ⊆ kerψ, ou que
ImφU ⊆ kerψU para todo U ⊆ X. A sequência é exata no ponto G se
Imφ = kerψ.

4. Uma sequência

0 −→ F φ−→ G ψ−→ H −→ 0

é uma sequência exata curta se for exata nos três pontos. Isso é dizer,
no ponto F , temos kerφ = 0. No ponto G, Imφ = kerψ, e no ponto H,
Imψ = H.
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Exemplo. Para X uma variedade complexa, consideramos a sequência

0 −→ Z i−→ OX
exp−→ O∗X −→ 0.

Aqui, i é o mapa de inclusão de funções localmente constantes, com valores
em Z, em funções holomorfas. Esse morfismo é injetivo. O mapa exp manda
uma função f para exp(2πif). Se, para f ∈ OX(U), e2πif ≡ 1, então f(z) ∈ Z
para todo z ∈ U . Isso é dizer que f ∈ Z(U). Então, a sequência é exata nos
pontos Z e OX . Para U ⊆ X e f ∈ O∗X(U), seja x ∈ U e V ⊆ U uma vizinhança
simplesmente conexa de x. O mapa exp : C → C∗ é o recobrimento universal,
então existe um levantamento g : V → C

C

V C∗
exp

f |V

g

tal que exp(2πig) = f |V , então f ∈ (Im exp)(U), e a sequência é exata em O∗X .

Exemplo. Seja X uma variedade complexa. Consideramos E p,q
X , o feixe de

(p, q)-formas suaves em X, e Ωp
X , o feixe de p-formas holomorfas em X. Isso é

dizer, ΩpX = ker ∂̄, considerando ∂̄ : E p,0
X → E p,1

X um morfismo de feixes. Temos
uma sequência exata longa

0 −→ ΩpX
i−→ E p,0

X
∂̄−→ E p,1

X
∂̄−→ E p,2

X −→ · · ·

Essa sequência é exata no ponto ΩpX pois i é a inclusão de formas holomorfas em

formas suaves. É exata em E p,0
X pois ker ∂̄ é por definição a imagem da inclusão

anterior. No ponto E p,q
X para q > 0, se α ∈ E p,q

X (U) satisfaz ∂̄α = 0, então para
qualquer x ∈ U , seja V ⊆ U um polidisco em coordenadas locais. Então, pelo
∂̄-Lema de Poincaré, existe β ∈ E p,q−1

X (V ) tal que ∂̄β = α|V . Então ∂̄ = Im ∂̄ e
a sequência é exata em todos os pontos. Isso foi a motivação para a longa prova
do ∂̄-Lema de Poincaré.

Seja

Zp,q
∂̄

= ker{∂̄ : E p,q
X −→ E p,q

X },
Zp,q
∂̄

(U) = {α ∈ E p,q(U) | ∂̄α = 0},

para todo U ⊆ X aberto. Então, temos sequências exatas curtas

0 −→ Zp,q−1

∂̄

i−→ E p,q−1
X

∂̄−→ Zp,q
∂̄
−→ 0.

Deixamos como um exerćıcio mostrar que isso é exata.

Exemplo/Exerćıcio. Seja X uma variedade complexa e V ⊆ X uma subvar-
iedade complexa suave. Seja IV ⊆ OX o feixe de funções holomorfas em X que
se anulam em V . Então mostre que a sequência seguinte é exata.

0 −→ IV
i−→ OX −→ OV −→ 0.
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Exerćıcio. Demonstre que a sequência de feixes G ψ−→ H −→ 0 é exata se e
somente se para todo x ∈ X o homomorfismo de grupos

Gx
ψ(x)−→ Hx −→ 0

é exato. Demonstre que essas condições valem se e somente se para todo
x ∈ X, todo σ(x) ∈ Hx pode ser representado por um duplo (V, σV ) para V uma
vizinhança de x e σ ∈ H(V ) tal que σV = ψV (τV ) para algum τV ∈ G(V ).

4.2 Cohomologia de Čech

Para começar, descrevemos um problema geométrica para motivar as definições
de cohomologia. Seja S uma superf́ıcie de Riemann e seja {pi} um subconjunto
discreto de pontos distintos em S. Esse conjunto é finito se S é compacta.
Suponha que para cada um desses pontos, temos uma parte principal. Isso é
um germe em pi de uma função mermorfa, ao menos adição por uma função
holomorfa. Em coordenadas centradas em pi,

σi(z) =
an
zn

+
an−1

zn−1
+ · · ·+ a1

z
+ holom..

Isso é um elemento do quociente MS,pi/OS,pi , onde MS,pi é o caule de germes
de funções meromorfas em pi.

Fazemos a pergunta de se, dado os pontos {pi} e as partes principais {σi}, existe
uma função meromorfa σ ∈M(S) em S, que é holomorfa em S \ {pi} e tal que
σ induz a classe σi ∈ MS,pi/OS,pi em cada pi. Isso se chama o problema de
Mittag-Leffler. Esse problema obviamente tem uma resposta positiva localmente.
Em U = S \ {pi}, σ ≡ 1 satisfaz as condições, enquanto para num disco
suficientemente pequeno e centrado no ponto pi,

σi(z) =
an
zn

+
an−1

zn−1
+ · · ·+ a1

z
,

fornece uma solução. Intepretamos a solvabilidade gloabl do problema algebrica-
mente. Sejam U = {Uα} uma cobertura aberta de S, tal que haja ao máximo
um ponto pi em cada Uα, e funções fα ∈ MS(Uα) que dão soluções locais em
Uα. Então sejam

fαβ = fα − fβ ∈ OS(Uα ∩ Uβ).

Então, nas triplo-interseções Uα ∩ Uβ ∩ Uγ , fαβ + fβγ + fγα = 0. Também, nós
vemos que se é posśıvel encontrar funções holomorfas gα ∈ OS(Uα) tais que

fαβ = gα − gβ em Uα ∩ Uβ ,

o que é um problema parcialmente anaĺıtico e parcialmente combinatório, então
o problema de Mittag-Leffler admite uma solução. Especificamente, se fαβ =
fα − fβ = gα − gβ em Uα ∩ Uβ para todo α e β,

fα − gα = fβ − gβ .

Por MS ser um feixe, esses dados locais determinam uma função global que,
como as funções locais fα tem as singularidades desejadas. A cohomologia de
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Čech é uma uma maneira de estudar coerentemente diversas feixes e os problemas
combinatoriais relacionados com coberturas.

Sejam X um espaço topológico e F um feixe em X. Seja U = {Ui}i∈I uma
cobertura aberta de X, indexada por i ∈ I. Definimos

Ui1i1...ik = Ui0 ∩ Ui1 ∩ · · · ∩ Uik

para i0, . . . , ik ∈ I.

Definição 4.12. Uma k-co-cadeia de Čech, com respeito a U , é uma coleção
f = (fi0...ik), para i0, i1, . . . , ik ∈ I distintos, onde fi0i1...ik ∈ F(Ui0 ∩ · · · ∩ Uik).
Isso é,

f ∈ Čk(U ,F) =
∏

i0,...,ik
distintos

F(Ui0 ∩ · · · ∩ Uik).

Definimos o operador de co-bordo

δ : Čk(U ,F) −→ Čk+1(U ,F).

Para f = (fi0...ik) ∈ Čk(U ,F),

(δf)i0...ik+1
∈ F(Ui0 ∩ · · · ∩ Uik+1

),

(δf)i0...ik+1
=

k+1∑
j=0

(−1)j(fi0...îj ...ik+1
)

∣∣∣∣∣∣
Ui0...ik+1

onde îj significa retirar esse termo da lista para sobrar apenas k + 1 ı́ndices. A
restrição ·|Ui0...ik+1

é de uma k + 1-vez interseção para uma k + 2-vez interseção.

Para k = 0

δ : Č0(U ,F) −→ Č1(U ,F),

(δf)UV = fV |U∩V − fU |U∩V .

Para k = 1,

δ : Č1(U ,F) −→ Č2(U ,F),

(δg)UVW = gVW − gUW + gUV ,

restritas para U ∩ V ∩W .

Definição 4.13. Um k-co-cadeia σ ∈ Čk(U ,F) é um co-ciclo se δσ = 0.

Observamos que se σ = (σi0...ik) é um co-ciclo, então

σi0...iqiq+1...ik = −σi0...iq+1iq...ik .

Definição 4.14. σ é um co-bordo se σ = δτ para algum τ ∈ Čk−1(U ,F).

Proposição 4.15.

δ2 = 0 : Čk(U ,F) −→ Čk+2(U ,F).
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A demonstração é um exerćıcio, não muito dif́ıcil. Seja

Zk(U ,F) = ker{δ : Čk(U ,F)→ Čk+1(U ,F)},

o grupo de k-co-ciclos, com respeito à cobertura U e com valores no feixe F , e

Bk(U ,F) = Im{δ : Čk+1(U ,F)→ Čk(U ,F)},

o grupo de k-co-bordos. Então δ2 = 0 implica que Bk(U ,F) ⊆ Zk(U ,F).

Definição 4.16. O grupo quociente

Ȟk(U ,F) =
Zk(U ,F)

Bk(U ,F)

é chamdo o k-éssimo grupo de cohomologia de Čech com coeficientes em
F e com respeito à cobertura U .

O caso k = 0 tem uma realização mais concreta. B0(U ,F) = 0 pois Č−1(U ,F) =
0. Se σ = (σi) ∈ Z0(U ,F), para σi ∈ F(Ui), então

0 = (δσ)ij = σj − σi

em Ui ∩ Uj , para todo i, j ∈ I. Isso é dizer σi|Ui∩Uj = σj |Ui∩Uj . F é um feixe,
então existe um a única σ ∈ F(X) tal que σi = σ|Ui . Logo, temos

Ȟ0(U ,F) = Z0(U ,F) = F(X)

é igual ao grupo de seções globais (em X) do feixe F . Em particular, independe
da cobertura U . Para k = 1, temos

Z1(U ,F) = {{fij ∈ F(Ui ∩ Uj)}i,j∈I | fij + fjk + fki = 0} ,
B1(U ,F) =

{
{fij = gj |Uij − gi|Uij}i,j | gi ∈ F(Ui)

}
,

como vimos no problema de Mittag-Leffler.

Consideramos agora como esses grupos variam com uma mudança da cobertura.
Sejam V = {Vα}α∈A e U = {Ui}i∈I duas coberturas abertas de X. V é um
refinamento de U se para todo α ∈ A, existe i ∈ I tal que Vα ⊆ Ui. Nesse caso,
existe um mapa r : A→ I tal que Vα ⊆ Ur(α). r induz uma aplicação

ϕr : Čk(U ,F) −→ Čk(V,F),

(ϕrf)α0...αk = fr(α0)...f(αk)|Vα0
∩···∩Vαk ∈ F(Vα0

∩ · · · ∩ Vαk).

Fazemos a observação quase tautológico, que ϕr ◦ δ = δ ◦ ϕr, ou que o seguinte
diagrama comuta :

Čk(U ,F) Čk+1(U ,F)

Čk(V,F) Čk+1(V,F)

δ

ϕr ϕr

δ
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Isso implica que ϕr(Z
k(U) ⊆ Zk(V) e ϕr(B

k(U) ⊆ Bk(V) e que ϕr induz um
homomorfismo dos grupos de cohomologia

r̃ : Ȟk(U ,F) −→ Ȟk(V,F).

O mapa r : A→ I não é unicamente determinado. Se r1, r2 : A→ I satisfazem
Vα ⊆ Urj(α) para j = 1, 2, obtemos mapas ϕr1 , ϕr2 : Čk(U ,F) → Čk(V,F).
Afirmamos que induzem o mesmo homomorfismo em cohomologia. Mais pre-
cisamente, existem, para cada k ≥ 1, um homomorfismo Ak : Čk(U ,F) →
Čk−1(V,F) tal que, no diagrama seguinte,

Čk−1(U) Čk(U) Čk+1(U)

Čk−1(V) Čk(V) Čk+1(V)

δ δ

ϕr2ϕr1
Ak Ak+1

δ δ

nós temos

ϕr1 − ϕr2 = δV ◦Ak +Ak+1 ◦ δU .

Exerćıcio. Encontrar uma fórmula explicita para Ak que satisfaz essa relação.

Proposição 4.17. Os mapas ϕr1 e ϕr2 determinam o mesmo homomorfismo

ϕ = ϕr1 = ϕr2 : Ȟk(U ,F)→ Ȟk(V,F).

Demonstração: Para [f ] = [f + δg] ∈ Ȟk(U ,F), onde δf = 0, definimos

ϕrj [f ] = [ϕrjf ] = [ϕrj + δ(ϕrjg)],

e ϕr2f − ϕr1f = δ(Akf), então [ϕr2f ] = [ϕr1f ] e ϕ é bem definido.

Agora, relembramos que o conjunto {U} de coberturas abertas de um espaço
topológico é um conjunto direcionado e, pela última proposição, a familia de
grupos de cohomologia Ȟk(U ,F) com respeito às coberturas diferentes forma
um sistema direcionado de grupos abelianos.

Definição 4.18. O k-éssimo grupo de cohomologia de Čech de X com valores
no feixe F é o limite direto

Ȟk(X,F) := lim
−→

Ȟk(U ,F).

Observamos que para toda cobertura U , temos um homomorfismo Ȟk(U ,F) −→
Ȟk(X,F).

Um lemento de Ȟk(X,F) é representado por:

• Uma cobertura U = {Ui} de X, suficientemente fina;

• Um co-ciclo σ = (σi0...ik) ∈ Čk(U ,F), δσ = 0.

Dois duplos (U , σ) e (V, ξ) determinam o mesmo elemento de Ȟk(X,F) se,
em algum refinamento comum W de U e V, ϕr(σ) − ϕr2(ξ) = δg, para algum
g ∈ Čk(W,F).

Mencionamos dois pontos importantes rapidamente.
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1. O Teorema de Leray diz que se a cobertura U = {Ui} satisfaz Ȟk(Ui0 ∩
· · · ∩ Uip ,F) = 0 para todo i0, . . . , ip ∈ I e para todo k > 0, então

Ȟk(X,F) ∼= Ȟk(U ,F)

para todo k. Isso é, temos um critério para representar o limite direto por
um grupo explicito.

2. Existem vários isomorfismos entre os grupos de cohomologia de Čech, para
certos feixes espećıficos, com outros grupos de cohomologia, como os de
De Rham ou Dolbeault ou os grupos de cohomologia singular.

4.3 Sequências Exatas

Sejam F e G feixes no espaço topológico X e seja φ : F → G um morfismo. Para
U = {Ui} uma cobertura aberta de X, φ induz um homomorfismo

φ∗ : Čk(U ,F) −→ Čk(U ,G),

Se f = (fi0...ik), (φ∗f)i0...ik = φUi0...ik (fi0...ik) ∈ G(Ui0 ∩ · · · ∩Uik). O homomor-
fismo em co-cadeias é definida pelos homomorfismos nos grupos em (k + 1)-vez
interseções. É quase tautológico que δ ◦ φ∗ = φ∗ ◦ δ, e isso implica que φ induz
um homomorfismo em cohomologia

φ∗ : Ȟk(X,F) −→ Ȟk(X,G).

Então, sejam F , G e H feixes em X que juntam-se numa sequência exata curta

0 −→ F φ−→ G φ−→ H −→ 0.

Então, pela discussão acima, obtemos uma sequência de homomorfismos de
grupos

Ȟk(X,F)
φ∗−→ Ȟk(X,G)

ψ∗−→ Ȟk(X,H)

mas isso pode ser estendida com um homomorfismo δ∗ : Ȟk(X,H)→ Ȟk+1(X,F)
de modo de obter uma sequência exata longa dos grupos de cohomologia. Primeiro
construiremos δ∗. Os morfismos φ e ψ induzem homomorfismos nos grupos de
co-cadeias, para qualquer cobertura U ,

Čk(U ,F) Čk(U ,G) Čk(U ,H)

Čk+1(U ,F) Čk+1(U ,G) Čk+1(U ,H)

δ δ δ

δ

ϕ∗

δ

ψ∗

δ

δ

φ∗

δ

ψ∗

δ

(1)

Utilizando o exatidão da sequência de feixes, e os homomorfismos em co-cadeias,
podemos definir um homomorfismo canônico

δ∗ : Ȟk(X,H) −→ Ȟk+1(X,F).

Seja σ ∈ Ȟk(X,H) = lim Ȟk(U ,H) um elemento representado por um duplo
(U , σ = (σi0···ik)), onde δσ = 0.
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Lema 4.19. Seja σ ∈ Čk(U ,H) um co-cadeia em X, com valores em H e
com respeito à cobertura U . Então, existe um refinamento V de U tal que
ϕrσ = ψ∗α ∈ Čk(V,H) para alguma co-cadeia α ∈ Čk(V,G).

Demonstração. O espaço X é por hipótese para-compacto, então qualquer
cobertura admite um refinamento localmente finita, Supomos então que U é
localmente finita. Logo, para todo x ∈ X, existe um conjunto finito Ix ⊆ I tal
que x ∈ Ui somente se i ∈ Ix. Em particular Ux =

⋂
i∈Ix Ui é uma vizinhança

aberto de x.

Seja σ ∈ Čk(U ,H), σ = (σi0···ik) para σi0···ik ∈ H(Ui0 ∩ · · · ∩ Uik). O germe em
x de σi0···ik é igual a zero se algum dos ı́ndices i0, . . . , ik não está pertencente a
Ix. O homomorfismo ψ(x) de germes é sobrejetivo, logo se i0, . . . , ik ∈ Ix, temos
σi0···ik,(x) = ψ(x)(τi0···ik,(x)) para algum τi0···ik,(x) ∈ Gx, e pelo Exerćıcio ***,

σi0···ik |Vx = ψVx(τi0···ik,x)

para τi0···ik,x ∈ G(Vx), em alguma vizinhança Vx de x. Em particular, podemos
supor que Vx ⊆ Ux. Nessa maneira, temos uma cobertura V = {Vx}x∈X de X,
que é um refinamento de U . Logo, temos um mapa r : X → I, tal que Vx ⊆ Ur(x)

para todo x ∈ X.

Define o co-cadeia α ∈ Čk(V,G), com α = (αx0···xk), por

αx0···xk = τr(x0)···r(xk),x0
|Vx0
∩···∩Vxk = rVx0

∩···∩Vxk ,Vx0
(τr(x0)···r(xk),x0

)

Então ψ∗α é dado por

(ψ∗α)x0···xk = ψVx0
∩···∩Vxk (rVx0

∩···∩Vxk ,Vx0
(τr(x0)···r(xk),x0

)),

= rVx0
∩···∩Vxk ,Vx0

(ψVx0
∩···∩Vxk (τr(x0)···r(xk),x0

)),

= rVx0
∩···∩Vxk ,Vx0

(σr(x0)···r(xk))

= (ϕrσ)x0···xk

como desejado.

Assim, na diagrama (1), o elemento σ ∈ Ȟk(X,H) pode ser representado
por uma co-cadeia σ ∈ Čk(U ,H), onde σ = ψ∗τ , para τ ∈ Čk(U ,G). Aplicamos
δ a τ e ψ∗(δτ) = δ(ψ∗τ) = δσ = 0, e δτ ∈ kerψ∗ ⊆ Čk+1(U ,G).

Lema 4.20. Seja 0 −→ F φ−→ G ψ−→ H uma sequência exata curta de feixes em
X e seja U uma cobertura aberta de X. Então a sequência de grupos abelianos

Čk(U ,F)
φ∗−→ Čk(U ,G)

ψ∗−→ Čk(U ,H)

é exato no termo de meio.

Demonstração. Seja τ = (τi0···ik) tal que ψUi0∩···∩Uik τi0···ik = 0 para todo
i0, . . . ik. Escrevemos UI = Ui0 ∩ · · · ∩ Uik e τI = τi0···ik . Então, pela definição
do feixe imagem, para cada I, existe uma cobertura {Vα} de UI e seções locais
fI,α ∈ F(Vα) tal que

τI |Vα = ψVα(fI,α) ∈ G(Vα).
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Mas φ é injetivo, então em Vα ∩ Vβ ,

τI |Vα∩Vβ = φVα∩Vβ (fI,α|Vα∩Vβ ) = φVα∩Vβ (fI,β |Vα∩Vβ ),

fI,α|Vα∩Vβ = fI,β |Vα∩Vβ .

F é um feixe, então as seções locais {fI,α} juntas definem uma única seção
fI ∈ F(UI). Pode ser visto por um argumento parecido que φUI (fI) = τI .

Então voltamos para a construção do mapa em cohomologia. Temos τ ∈ Čk(U ,G)
e δτ ∈ Ck+1(U ,G) que satisfaz ψ∗(δτ) = 0. Logo, existe µ ∈ Čk+1(U ,F) tal
que φ∗µ = δτ . Temos φ∗(δµ) = δ(φ∗µ) = δ(δτ) = 0, então por φ∗ ser injetivo,
δµ = 0. Com isso nós demonstramos parte do próximo teorema.

Teorema 4.21. Seja 0 → F → G → H → 0 uma sequência exata curta de
feixes em X. Então, para todo k ≥ 0, existe um homomorfismo

δ∗ : Ȟk(X,H) −→ Ȟk+1(X,F)

definido por, para α ∈ Ȟk(X,H) representada pelo par (U , σ) como acima, δ∗α
é representada por (U , µ).

Em particular, a classe de cohomologia δ∗α ∈ Ȟk(X,F) é independente de
escolha da cobertura U , ao menos refinamentos, e da co-cadeia τ tal que ψ∗τ = σ.

A demonstração da última afirmação da independência das escolhas é deixado
como um exerćıcio.

Teorema 4.22. Seja 0 → F φ→ G ψ→ H → 0 uma sequência exata curta de
feixes em X. Então, a sequência de grupos de cohomologia

· · · −→ Ȟk−1(X,H)
δ∗−→ Ȟk(X,F)

φ∗−→ Ȟk(X,G)
ψ∗−→ Ȟk(X,H)

δ∗−→ Ȟk+1(X,F) −→ · · ·

é exata em todos os pontos.

Demonstração. Consideramos a classe [σ] representada pelo k-co-ćıclo σ.
Supomos, refinando suficientemente a cobertura, que σ = ψ∗τ . Então vimos
que δτ = φ∗µ, para algum k + 1-co-cadeia µ ∈ Čk+1(U ,F). Então, defimos
δ∗[σ] = [µ]. Se [µ] = 0, então µ = δα para alguma α ∈ Čk(U ,F). Seja
β = φ∗α ∈ Čk(U ,G). Então

δβ = δ(φ∗α) = φ∗(δα) = φ∗µ = δτ

e logo τ̃ = τ − β é um co-ćıclo : δτ̃ = 0, e define-se uma classe de cohomologia
[τ̃ ] ∈ Ȟk(X,G). Assim, pelo fato de que ψ ◦ φ = 0,

ψ∗τ̃ = ψ∗τ − ψ∗φ∗α = ψ∗τ = σ,

e [σ] = ψ∗[τ̃ ]. Isso mostra exatidão no ponto Ȟk(X,H). Os outros casos são
parecidos.

Exemplo. Seja Z uma superf́ıcie de Riemann. Temos os feixes OZ de funções
holomorfas e MZ de funções meromorfas em Z. Seja PP = MZ/OZ o feixe
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quociente. Então os dados do problema de Mittag-Leffler em Z é de uma seção
global f ∈ PP(Z) = Ȟ0(Z,PP). O que Mittag-Leffler pergunta é se existe uma
função meromorfa global em Z, σ ∈ MZ(Z) = Ȟ0(Z,MZ) que determina a
seção f conforme o mapa

Ȟ0(Z,MZ)
β∗−→ Ȟ0(Z,PP).

Esse mapa é induzida pela sequência exata curta

0 −→ OZ −→MZ
β−→MZ/OZ −→ 0

cuja sequência longa é

−→ Ȟ0(Z,MZ)
β∗−→ Ȟ0(Z,PP)

δ∗−→ Ȟ1(Z,OZ) −→ .

Então um dado de Mittag-Leffler, sendo uma parte principal global f ∈ PP(Z)
está na imagem de β∗, que é dizer que existe uma solução do problema, se e so-
mente se δ∗f = 0 ∈ Ȟ1(Z,OZ). Podemos verificar que nesse caso (δ∗f)ij = fi−fj
e isso é zero em Ȟ1(Z,OZ) se (δ∗f)ij = gi − gj , para gi ∈ OZ(Ui). Como na
descrição inicial do problema de Mittag-Leffler, vemos que uma solução global é
dado por f = fi − gi, em cada Ui.

Exemplo. Seja X uma variedade complexa e Z ⊆ X uma subvariedade com-
plexa. Consideramos os feixes OX de funções holomorfas em X, OZ de funções
holomorfas em Z e IZ de funções holomorfas em X que se anulam em Z. Obtemos
uma sequência exata curta

0 −→ IZ −→ OX −→ OZ −→ 0.

Observamos que esses feixes são consideradas no espaço topológico X. Por
exemplo, para U ⊆ X aberto,

OZ(U) =

{
OZ(U ∩ Z) se U ∩ Z 6= ∅,
{0} se U ∩ Z = ∅.

OZ é o feixe quociente OX/IZ em X. Uma pergunta natural é sobre a extend-
abilidade de funções holomorfas de Z para X. Dada uma função holomorfa f em
Z, será que existe uma função holomorfa global σ em X tal que f = σ|Z . Uma
função holomorfa em Z define uma seção global, em X, do feixe OZ . Temos
f ∈ OZ(X) = Ȟ0(X,OZ). A sequencia exata curta induz uma sequência exata
longa em cohomologia

0 −→ Ȟ0(X, IZ) −→ Ȟ0(X,OX)
r−→ Ȟ0(X,OZ)

δ∗−→ Ȟ1(X, IZ) −→ .

Então, f = σ|Z ∈ Im(r) se e somente se δ∗(f) = 0 ∈ Ȟ1(X, IZ). Não falaremos
mais sobre isso agora, mas se Z ⊆ X é uma hiper-superf́ıcie (ou mais geralmente
um divisor) podemos entender bem o grupo Ȟ1(X, IZ).

4.4 Os isomorfismos de De Rham e de Dolbeault

Seja X uma variedade diferenciável. Para k ≥ 0, seja E k
X o feixe de k-formas

suaves em X. Temos

E k
X(U) = Γ(U,ΛkT ∗X).
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Proposição 4.23. Para todo p ≥ 1, Ȟp(X,E k
X) = {0}.

Observamos que isso não é o grupo de cohomologia de De Rham. Esse é o grupo
de Čech, com coeficientes no feixe E k

X .

Demonstração. Seja [σ] um elemento de Ȟp(X,E k
X) representado pela cober-

tura U = {Ui}i∈I e p-co-ćıclo σ = (σi0···ip), para σi0···ip ∈ EkX(Ui0 ∩ · · · ∩ Uip)
com δσ = 0. Supomos que U é localmente finita. Seja {ρi} uma partição de
unidade subordenada à cobertura U . Isso é dizer que

1. supp(ρj) ⊆ Uj para todo j ∈ I,

2. para todo x ∈ X, x ∈ supp(ρj) para apenas finitamente elementos j ∈ I.

3.
∑
j ρj ≡ 1.

Seja, para i0, . . . , ip−1 ∈ I,

τi0···ip−1 =
∑
j∈I

ρjσji0···ip−1 ∈ E k
X(Ui0 ∩ · · · ∩ Uip−1),

τ = (τi0···ip−1) ∈ Čp−1(U ,E k
X).

Inicialmente a forma ρjσji0···ip−1
é definida apenas em Uj ∩Ui0 ∩ · · · ∩Uip−1

mas
estende-se (por 0) para Ui0 ∩ · · · ∩ Uip−1

. Então

(δτ)i0···ip =

p∑
l=0

(−1)lτi0···îl···ip ,

=

p∑
l=0

(−1)l
∑
j

ρjσji0···îl···ip ,

=
∑
j

ρj

p∑
l=0

(−1)lσji0···îl···ip .

Agora, δσ = 0 implica que (δσ)ji0···ip = σi0···ip +
∑p
l=0(−1)l+1σji0···îl···ip = 0.

Isso pode ser substituido na expressão anterior para mostrar que

(δτ)i0···ip =
∑
j

ρjσi0···ip = σi0···ip .

Logo, B̌p(U ,E k
X) = Žp(U ,E k

X) e Ȟp(X,E k
X) = 0, como desejado.

Proposição 4.24. Seja X uma variedade complexa e E p,q
X o feixe de (p, q)-

formas suaves em X. Então, se k ≥ 1,

Ȟk(X,E p,q
X ) = 0.

A demonstração é igual, só utilizando uma partição de unidade.

Agora colecionamos alguns fatos sobre vários grupos diferentes de cohomologia.
Sejam X uma variedade diferenciável e Z o feixe de funções localmente constantes
com valores em Z. Então, afirmamos que para todo k ≥ 0,

Ȟk(X,Z) ∼= Hk
sing(X,Z).
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O grupo à esquerda é o de cohomologia de Čech com valores em Z. O grupo à
direta é de cohomologia singular, que é um objeto fundamental de uma variedade
diferenciável, e é muito estudada na área de topoloǵıa algébrica. A demonstração
disso é omitida.

Sejam X uma variedade diferenciável e d : E k(X) → E k+1(X) a derivada
exterior em k-formas. Temos d2 = 0. O k-éssimo grupo de cohomologia de
De Rham é definida por

Hk
dR(X) =

ker{d : E k(X)→ E k+1(X)}
dE k−1(X)

=
Zkd (X)

Bkd (X)
.

Seja R o feixe de funções reais localmente constantes.

Teorema 4.25. (Isomorfismo de De Rham) Os grupos de cohomologia de Čech,
com valores em R, são isomorfos aos grupos de cohomologia de De Rham. Isso
é, para todo k ≥ 0,

Ȟk(X,R) ∼= Hk
dR(X).

Um fato que utilizaremos (sem demonstração) é o Lema de Poincaré : Se
B(0, r) ⊆ Rn, então para todo k ≥ 1, Hk

dR(B(0, r)) = {0}. Isso é dizer que se
α ∈ E k(B(0, r)) satisfaz dα = 0, então existe β ∈ E k−1(B(0, r)) tal que α = dβ.
Deixaremos isso como um exerćıcio.

Proposição 4.26. Seja X uma variedade diferenciável. Sejam E k
X o feixe de

k-formas suaves em X, para k ≥ 0, e Zkd o feixe de k-formas suaves d-fechadas
em X. Primeiro, observamos que para k = 0, Z0

d = R. Então, para todo k ≥ 1,
a sequência seguinte é exata

0 −→ Zk−1
d

r−→ E k−1
X

d−→ Zkd −→ 0.

Demonstração. A prova é quase tautológica. A inclusão de formas fechadas
em todas as formas é obviamente injetiva. No segundo ponto, o núcleo de d
é exatamente a imagem de i, pela definição de Zk−1

d . A exatidão no terceiro
ponto segue pelo Lema de Poicaré. Para uma k-forma fechada α em algum
conjunto aberto U ⊆ X, para qualquer ponto x ∈ U , existe uma vizinhança V
de x difeomorfa a B(0, 1), na qual α|V = dβ. Isso é dizer que α ∈ Imd(U) como
desejado.

Demonstração do Teorema 4.25 Primeiro observamos que para k = 1, a
sequência

0 −→ R i−→ E 0
X

d−→ Z1
X −→ 0.

A sequência exata curta de feixes na Prop. 4.26 induz uma sequência exata
longa dos grupos de cohomologia de Čech, com abuso de notação óbvio,

0 −→ Ȟ0(Zk−1
d ) −→ Ȟ0(E k−1

X )
d−→ Ȟ0(Zkd )

δ∗−→ Ȟ1(Zk−1
d ) −→ Ȟ1(E k−1

X ) = 0.

Com isso podemos concluir primeiro que δ∗ é sobrejetivo. Além disso, Ȟ0(ZkX) =
ZkX(X) é o grupo de k-formas fechadas, globalmente definidas em X e Ȟ0(E k−1

X )
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é o espaço de todas as k − 1-formas em X. Logo

Ȟ1(Zk−1
d ) ∼=

Ȟ0(ZkX)

ker δ∗
∼=
Ȟ0(ZkX)

Im(d)
,

=
ker{d : E k(X)→ E k+1(X)}

dE k−1(X)
,

= Hk
dR(X).

As sequências exatas curtas 0 −→ Zk−id −→ E k−i
X −→ Zk−i+1

d −→ 0 induzem

sequências exatas, lembrando que Ȟi(E j
X) = {0} para i ≥ 1,

0 −→ Ȟ1(Zk−1
d )

δ∗−→ Ȟ2(Zk−2
d ) −→ 0,

...

0 −→ Ȟk−1(Z1
d)

δ∗−→ Ȟk(Z0
d) −→ 0,

então todos os homomorfismos δ∗ são isomorfismos e

Hk
dR(X) ∼= Ȟ1(Zk−1

X ) ∼= Ȟ2(Zk−2
X ) ∼= · · · ∼= Ȟk(Z0

d) = Ȟk(X,R).

Utilizaremos esse isomorfismo, e o de Dolbeault, constantemente, até o ponto de
identificar os grupos e deixar o “check” da notação.

Agora, sejam X uma variedade complexa de dimensão n e E p,q
X o feixe de formas

suaves de tipo (p, q). Para u ⊆ X, um elemento α ∈ E p,q
X (U) admite a expressão

α =
∑
I,J

αIJdz
I ∧ dz̄J ,

somando apenas sobre multi-́ındices I e J de comprimentos p e q respetivamente.
O operador ∂̄ define um morfismo de feixes

∂̄ : E p,q
X −→ E p,q+1

X .

A cohomologia de Dolbeault de bi-grau (p, q) é o quociente

Hp,q

∂̄
(X) =

ker{∂̄ : E p,q
X (X) −→ E p,q+1

X (X)}
∂̄E p,q−1

X (X)
.

Para q = 0, ∂̄ é dado localmente por

∂̄α =
∑
I

n∑
j=1

∂αI
∂z̄j

dz̄j ∧ dzI .

Os elementos dz̄j∧dzI definem uma base para Λp,1x para cada ponto x no domı́nio
da carta, então ∂̄α = 0 se e somente se ∂αI/∂z̄

j = 0 para todo j = 1, . . . n, o
que é equivalente a todos os coeficientes locais αI serem funções holomorfas.
Uma (p, 0)-forma no núcleo de ∂̄ é chamada uma p-forma holomorfa. O feixe de
p-formas holomorfas é denotado por ΩpX = ker{∂̄ : E p,0

X → E p,1
X }.
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Teorema 4.27. (Isomorfismo de Dolbeault) Seja X uma variedade complexa.
Então, para todo p, q ≥ 0, existe um isomorfismo

Ȟq(X,Ωp) ∼= Hp,q

∂̄
(X).

Demonstração. A prova é muito parecida com a do teorema de De Rham. Já
vimos que o ∂̄-Lema de Poincaré implica que

0 −→ Zp,q−i−1

∂̄

i−→ E p,q−i−1
X

∂̄−→ Zp,q−i
∂̄

−→ 0

é uma sequência exata curta, para todo 0 ≤ i ≤ q − 1. Também, observamos
que ΩpX = Zp,0

∂̄
. Logo, as sequências exatas longas em cohomologia nos dão

Ȟ1(Zp,q−1

∂̄
) ∼=

Ȟ0(Zp,q
∂̄

)

∂̄Zp,q−1(X)
= Hp,q

∂̄
(X),

Ȟi(Zp,q−i
∂̄

) ∼= Ȟi+1(Zp,q−i−1

∂̄
),

para todo 1 ≤ i ≤ q − 1. Logo,

Hp,q

∂̄
(X) ∼= Ȟ1(Zp,q−1

∂̄
) ∼= Ȟq(X,Zp,0

∂̄
) = Ȟq(X,ΩpX).

4.5 Aplicações

Agora podemos considerar algumas aplicações elementares desses resultados.
Todos os resultados podem ser generalizados, mas o que veremos vai servir para
justificar e motivar o que já vimos sobre feixes e cohomologia.

Definição 4.28. Seja M uma variedade complexa. Um subconjunto X ⊆ M
é uma hipersuperf́ıcies anaĺıtica se para todo p ∈ M , existe uma vizinhança
U ⊆M de p e uma função holomorfa fU ∈ OX(U) não identicamente nula tal
que

U ∩X = Z(fU ) = {x ∈ U | fU (x) = 0}.

Teorema 4.29. Para M = Cn e X ⊆ Cn uma hipersuperf́ıcie anaĺıtica, então
existe uma função inteira f ∈ OCn(Cn) tal que X = Z(f).

Esse resultado será o ponto final de uma discussão maior. Seja X ⊆ M uma
hipersuperf́ıcie anaĺıtica. Então X é um subconjunto fechado. Se p /∈ X, pode
pegar U = M \X, aberto, e fU ≡ 1. Então Z(fU ) = ∅ = (M \X) ∩X.

Para p ∈ X, f ∈ OM (U), com p ∈ U . O anel de germes OM,p é um domı́nio de
fatoração única, então

f
p

= h.fk1
1 · · · f

kN
N

para fi ∈ OM,p irredut́ıvel, com ki > 0 e h(p) 6= 0. Os fatores fi são unicamente
determinadas ao menos troca de ordem e multiplicação por unidades. Suponho
que ki = 1 para cada i, porque isso não vai afeitar o (germe do) conjunto Z(fU ).
Para algum ponto q ∈ U e uma outra vizinhança V ⊆ M , com uma outra
função g ∈ OM (V ) tal que X ∩ V = {x ∈ V | g(x) = 0. O germe de g em q
tem uma decomposição em irredut́ıveis g

q
= h′.g1 · · · gM . Os germes fi iniciais
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são coprimos em p, logo são coprimos em todo ponto numa vizinhança de p,
logo pode ser supostos coprimos no ponto q. Pelo Nullstellensatz Fraco, g

q
se

anula em fiq, então fiq divide g
q
, para todo i e logo f

q
divide g. Pelo mesmo

argumento g
q
|f
q

para todo q ∈ U ∩ V . Concluimos que o divisor é não-nula e

f

g
∈ O∗M (U ∩ V )

são funções localmente definindo a hipersuperf́ıcie X. Estendendo isso, se X ⊆M
é uma hipersuperf́ıcie anaĺıtica, então obtemos uma cobertura aberta U = {Ui},
funções fi ∈ OM (Ui) escolhidas tais que X ∩ Ui = Z(fi) e tais que

gij = fi/fj ∈ O∗M (Ui ∩ Uj).

As funções gij satisfazem

• gii ≡ 1 em Ui,

• gij = g−1
ji em Ui ∩ Uj ,

• gjkg−1
ik gij ≡ 1 em Ui ∩ Uj ∩ Uk.

Interpretamos essa última condição como g = (gij) sendo pertencente ao grupo
de 1-co-ćıclos de Čech em M , com valores no feixe OM :

g = g(gij) ∈ ker{δ : C1(U ,O∗M ) −→ C2(U ,O∗M )}.

Isso induz um elemento do grupo de cohomologia

H1(U ,O∗M ) =
ker{δ : C1(O∗M ) −→ C2(O∗M}
Im{δ : C0(O∗M ) −→ C1(O∗M )}

e logo um elemento que denotamos por [X] ∈ H1(M,O∗M ).

Consideramos a sequência exata curta

0 −→ Z −→ OM
exp−→ OM −→ 1.

Obtemos uma sequência exata longa em cohomologia

· · · −→ H1(M,Z) −→ H1(M,OM )
exp∗−→ H1(M,O∗M )

δ∗−→ H2(M,Z) −→ · · · .

Agora podemos voltar para o exemplo onde M = Cn. Esse espaço é contrat́ıvel,
então H1(Cn,Z) ∼= H2(Cn,Z) ∼= {0}, e logo exp∗ é um isomorfismo. Além disso,
H1(Cn,OCn) ∼= H0,1

∂̄
(Cn) ∼= {0}, pelo isomorfismo de Dolbeault e o ∂̄-Lema de

Poincaré. Assim, concluimos que

H1(Cn,O∗Cn) ∼= {1}.

A classe de cohomologia induzida por uma hipersuperf́ıcie anaĺıtica [X] ∈
H1(Cn,O∗Cn) é dada pelo par (U , σ = (σij)), onde σij = fi/fj ∈ OCn(Ui ∩ Uj).
Pelo elemento em cohomologia ser trivial, temos, depois de refinar a cobertura,

fi
fj

= (δg)ij =
gj
gi

em Ui ∩Uj , para gi ∈ O∗Cn(Ui). Logo gifi = gjfj em cada Ui ∩Uj , o que implica
a existência de uma função holomorfa f ∈ O(Cn) tal que f |Ui = gifi e logo tal
que X = Z(f).
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5 Fibrados Vetoriais

5.1 Um resumo rápido sobre fibrados vetoriais complexos

Seja M uma variedade diferenciável de dimensão (real) n.

Definição 5.1. Um fibrado vetorial complexo de posto k ∈ N é uma var-
iedade diferencial E com uma aplicação sobrejetiva π : E →M que satisfazem
as condições seguintes.

1. Para todo x ∈M , existe uma vizinhança U de x e um difeomorfismo

φ : π−1(U) −→ U × Ck

tal que π = π1 ◦ φ, onde π1 : U × Ck → U é a projeção sobre o primeiro
fator. Isso é, temos uma diagrama comutativa

π−1(U) U × Ck

U

ϕ

π
π1

2. Para (U,ϕU ) e (V, ϕV ) dois desses difeomorfismos, as composições ϕU ◦ϕ−1
V

satisfazem

ϕU ◦ ϕ−1
V : U ∩ V × Ck −→ U ∩ V × Ck,

(x, v) 7→ (x, gUV (x)v),

onde gUV : U ∩ V → GL(k,C) é uma aplicação suave tomando valores no
grupo de automorfismos lineares de Ck.

Podemos verificar que a primeira condição implica que ϕU ◦ϕ−1
V : (x, v) 7→ (x,w)

onde v 7→ w é um difeomorfismo de Ck. Na segunda condição pedimos que
esse difeomorfismo seja linear em Ck, e que varie suavamente com o ponto base
x ∈ U ∩ V . Os mapas gUV são chamados as funções de transição do fibrado.

Exemplo. O primeiro exemplo é de um produto E = M ×Ck, com projeção so-
bre a primeira fator. Isso vamos chamar um fibrado vetorial trivial. A primeira
condição na definição acima é que todo fibrado vetorial é localmente (em M)
trivial. Uma aplicação ϕ do tipo na definição será chamada uma trivialização
local do fibrado.

Exemplo. Seja M uma variedade diferenciável e TM o seu fibrado tangente.
Como sugerido pelo nome, TM tem a estrutura de um fibrado vetorial (real). Um
elemento X ∈ TpM é uma derivação em germes de funções em π(X) = p ∈M ,
assim definindo a aplicação π : TM →M . Seja (U, x) uma carta de coordenadas
em M . Então, para todo p ∈ U , {∂/∂xi|p} é uma base para TpM e X escreve-se
unicamente como X =

∑n
i=1

∂
∂xi a

i, para ai ∈ R. Definimos

ϕU ;π−1(U) −→ U × Rn,

X =
∑
i

∂

∂xi
ai 7→ (p = π(X), vt = (a1, . . . , an)).
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Consideramos v ∈ Rn como um vetor de coluna vertical. Se (U,ψU = (xi)) e
(V, ψV = (yj)) são duas cartas de corrdenadas,

ϕU ◦ ϕ−1
V (p, v) = ϕU

(∑
i

∂

∂yi

∣∣∣∣
p

ai

)
,

= ϕU

∑
i,j

∂

∂xj

∣∣∣∣
p

∂xj

∂yi
ai

 ,

= (p, w = Jac(ψU ◦ ψ−1
V )v),

então nesse caso o fibrado pode ser trivializado nos mesmos subconjuntos abertos
que são os domı́nios das cartas das coordenadas, e as funções de transição são
dadas por

gUV = Jac(ψU ◦ ψ−1
V ) ◦ ψV : U ∩ V −→ GL(n,R).

Seja π : E → M um fibrado vetorial complexo numa variedade diferenciável.
Seja U = {Ui} uma cobertura de M e ϕi : π−1(Ui)→ Ui × Ck trivializações de
E, com funções de transição gij : Ui ∩ Uj → GL(k,C).

Proposição 5.2. As funções {gij} satisfazem

• gii = Id ∈ GL(k,C) em Ui,

• gij = g−1
ji e, Ui ∩ Uj,

• gij · gjk = gik em Ui ∩ Uj ∩ Uk.

Demonstração. Provamos apenas a última dessas afirmações. Temos

ϕi ◦ ϕ−1
j ◦ ϕj ◦ ϕ

−1
k (x, v) = ϕi ◦ ϕ−1

k (x, v),

ϕi ◦ ϕ−1
j (x, gjk · v) = (x, gij · gjk · v) = (x, gik · v),

e logo gij · gjk = gik.

Seja π : E → M um fibrado vetorial complexo de posto k. Para cada ponto
x ∈M , o conjunto Ex = π−1(x), que chamamos a fibra de E em x, naturalmente
admite a estrutura de um espaço vetorial complexo de dimensão k. Seja ϕ :
π−1(U)→ U × Ck uma trivialização local de E, numa vizinhança U de x. Para
ξ, µ ∈ Ex, definimos ξ + µ = ϕ−1(ϕ(ξ) + ϕ(µ)), aqui identificando ϕ(ξ) = (x, v)
com v ∈ Ck.

Proposição 5.3. A soma ξ + µ ∈ Ex é bem definida independente da escolha
de trivialização local.

Definição 5.4. Um fibrado vetorial complexo de posto k = 1 é chamado um
fibrado de linha (complexa).

Definição 5.5. Sejam E,F fibrados vetoriais em M . Um morfismo de E em
F é uma aplicação diferenciável σ : E → F tal que

1. πE = πF ◦ σ;
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2. σx : Ex → Fx seja linear, para todo x ∈M ;

3. o posto de σx independa do ponto x ∈M .

Um isomorfismo de fibrados é um morfismo bijetivo.

Fazemos a pergunta de como criar novos fibrados a partir de antigos. As duas
maneiras principais para fazer isso é por mudar a base M ou por mudar as fibras
Ex.

Seja f : M → N uma aplicação suave entre duas variedades diferenciáveis. Seja
π : E → N um fibrado vetorial em N de posto k. Seja

f∗M = {(x, v) ∈M × E | f(x) = π(v) ∈ N}.

Também consideramos a aplicação π̄ : f∗E → M por π̄(x, v) = x. Afirmamos
que o duplo (f∗E, π̄) determine a estrutura de um fibrado vetorial complexo em
M de posto k.

Exerćıcio. Utilize o teorema de função impĺıtica para mostrar que se dimN = n,
f∗E é uma subvariedade suave de M × E de codimensão n. Demonstre f∗E
é um fibrado vetorial complex complexo de posto k em M . Demonstre que
se π : E → N pode ser trivializado em U ⊆ N , então f∗E → M pode ser
trivializado no conjunto aberto f−1(U) ⊆M . Se E é trivializado em U e V , e
f∗E em f−1(U) e f−1(V ), relacione as funções de transição para E e f∗E.

Exemplo. Seja γ : [0, 1] → M uma curva suave em M . Então podemos
considerar o fibrado γ∗TM → [0, 1],

γ∗TM TM

[0, 1] M
γ

Uma seção de γ∗TM (cuja definição veremos em breve) é muitas vezes chamada
um campo vetorial ao longo da curva γ. mencione

como fi-
brados são
construidos
com co-ćıclos
e relações de
equivalência

A segunda maneira de construir novos fibrados vetoriais é continuar com a
mesma base mas mudando a fibra por cima de cada ponto. Sejam E e F fibrados
vetoriais em M , de postos k e l respetivamente. Podemos construir fibrados
vetoriais

1. E ⊕ F →M , tal que a fibra seja dada por (E ⊕ F )x = Ex ⊕ Fx para todo
x. Esse é chamado o fibrado soma direta de E e F e é de posto k + l;

2. E ⊗ F →M , cujas fibras são (E ⊗ F )x = Ex ⊗ Fx e que é de posto kl;

3. E∗ → M tem (E∗)x = (Ex)∗ e é de posto k. Esse fibrado é chamado o
fibrado dual de E.

4. ΛiE →M é o fibrado cuja fibra no ponto x ∈M é (ΛiE)x = Λi(Ex).
mencione
como novos
fibrados
podem ser
construidos
usando repre-
sentações
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Definição 5.6. Seja π : E → M um fibrado vetorial complexo em M . Uma
seção de E, definida no subconjunto aberto U ⊆M é uma aplicação σ : U → E
tal que σ(x) ∈ Ex para todo x em U . Isso é equivalente a π ◦ σ = IdU . Uma
seção é suave se for suave como uma aplicação entre variedades diferenciáveis.
Denotamos por Γ(U,E) o conjunto de seções suaves de E em U .

Observamos que Γ(U,E) é um espaço vetorial. Além disso, é um módulo sobre
o anel de funções suaves complexas C∞(U,C). Γ(·, E) é um feixe de C∞M -módulos.

Uma seção do fibrado tangente π : TM → M é também chamado um campo
vetorial. Uma seção do fibrado E = ΛkT ∗M →M é uma k-forma em M . Uma
seção do fibrado trivial E = M ×M ×Ck →M é um mapa σ : M →M ×Ck tal
que σ(x) = (x, f(x)), para alguma função f : M → Ck. Nesse caso identificamos
a seção σ e a função f .

Definição 5.7. Sejam →M um fibrado vetorial complexo de posto k e U ⊆M
um subconjunto aberto de M . Um referencial de E em U é uma famı́lia
(ordenada) {σ1, . . . , σk} de seções σi ∈ Γ(U,E), tal que para todo x ∈ U ,
{σ(x)}ki=1 é uma base de Ex = π−1(x)

Se ϕ : π−1(U) → U × Ck é uma trivialização local de E, e se {e1, . . . , ek} é a
base canõnica de Ck, definimos

σi : U → π−1(U),

σi(x) = ϕ−1(x, ei) ∈ Ex.

Conforme a estrutura de Ex como um espaço vetorial, {σi(x)} é uma base.

Voltamos para a discussão de fibrados associados. Sejam E e F fibrados vetoriais
em M , de postos k e l respetivamente. Supomos que ambos deles podem ser
trivializados nos conjuntos abertos Uα ⊆M . Com respeito a essas trivializações,
sejam {gαβ : Uα ∩ Uβ → GL(k,C)} e {hαβ : Uα ∩ Uβ → GL(l,C)} as funções de
transição. Então,

1. o fibrado E ⊕ F pode ser trivializado em Uα, com funções de transição(
gαβ 0
0 hαβ

)
∈ GL(k + l,C).

2. E ⊗ F tem funções de transição gαβ ∈ GL(Ck ⊗ Cl)

3. ΛiE tem funções de transição ∧igαβ ∈ GL(ΛiCk).

4. Por exemplo, para i = k = rk(E), ΛkE é um fibrado de linha e tem funções
de transição

det(gαβ) ∈ GL(1,C).

5. O fibrado dual E∗ tem funções de transição

(g−1
αβ )t : Uα ∩ Uβ −→ GL(k,C).

57



Demonstramos apenas a última dessas afirmações Se ϕ : π−1(U) → U × Ck é
uma trivialização, {σi(x) = ϕ−1(x, ei)} é uma base induzida para Ex. O espaço
dual E∗x admite a base dual εi ∈ E∗x, para i = 1, . . . , i, tal que εi(σj(x)) = 1
ou 0, conforme se i = j ou i 6= j. Para duas trivializações ϕα e ϕβ tais que

ϕα◦ϕ−1
β (x, v) = (x, gα,β(x)v). Temos duas referenciais locais {σαi } e {σβi } vindos

das trivializações. Se gαβ = g = (gij), então as bases se relacionam por

σβi =
∑
j

σαj gji.

As bases duais {εiα} e {εiβ} são, então, relacionadas por

εiα =
∑
j

εjβgij ,

ou que

εiβ =
∑
j

εkα((g−1)t)ji.

Isso implica que as funções de transição para o fibrado dual E∗ são dadas pelas
funções, definidas em Uα ∩ Uβ , hαβ = (g−1

αβ )t.

Exemplo. Seja X uma variedade complexa e T 1,0X o fibrado tangente holo-
morfo. Em sistemas de coordenadas holomorfas (zα) e (wβ), nós temos

∂

∂zi
=
∑
j

∂

∂wj
∂wj

∂zi
.

As funções de transição são dadas pelos Jacobianos dos trocos de coordenadas.
No fibrado Λ1,0 = (T 1,0X)∗, o fibrado dual cujos elementos são co-vetores de
tipo (1, 0). Localmente temos

dzi =
∑
j

dwj
∂zi

∂wj
.

Em qualquer variedade complexa X, existem vários fibrados vetoriais natural-
mente associados a X, como , por exemplo, T 1,0X, Λ1,0

X e Λp,qX . De interesse

particular é o fibrado Λn,0X , onde n = dimCX. Isso é a maior potência exterior

(não-nula) de Λ1,0
X . As fibras de Λn,0X tem dimensão

(
n
n

)
= 1, então é um fibrado

de linhas em X. Cada fibra é gerada por uma (n, 0)-forma dz1 ∧ · · · ∧ dzn. Para
dois sistemas de coordenadas (ziα) e (ziβ),

dz1
β ∧ · · · ∧ dznβ = det

(
∂ziβ

∂zjα

)
dz1
α ∧ · · · ∧ dznβ ,

então as funções de transição são dadas por

gαβ = det

(
∂ziβ

∂zjα

)
= det(J (zα ◦ z−1

β )) : Uα ∩ Uβ −→ C∗.

58



Λn,0X é chamado o fibrado canônico de X, e é tipicamente denotado por KX .
Esse fibrado é de alta importância em geometria algébrica e em superf́ıcies de
Riemann.

Seja E →M um fibrado vetorial, com trivializações ϕα : π−1(Uα → Uα×Ck
e funções de transição gαβ : Uα ∩ Uβ → GL(k,C). Podemos entender seções de
E em termos dessas trivializações. Para σ ∈ Γ(E) uma seção de E, σ : M → E,
consideramos

ϕα ◦ σ : Uα −→ Uα × CK ,
x 7→ (x, fα(x)).

para alguma função fα : Uα → Ck. Nas interseções Uα ∩ Uβ ,

ϕα ◦ σ(x) = ϕα ◦ ϕ−1
β ◦ ϕβ ◦ σ(x),

= ϕα ◦ ϕ−1
β (x, fβ(x)),

(x, fα(x)) = (x, gαβ(x)fβ(x)).

Dado trivializações (Uα, ϕα) de E como acima, uma seção de E é equivalente a
uma famı́lia de funções {fα ∈ C∞(Uα,Ck)} tal que em toda interseção dupla
U,α ∩ Uβ , fα = gαβfβ .

Exerćıcio. Determine a relação de colagem de seções locais para os fibrados
E ⊗ F , Hom(E,F ), E∗ e ΛkE∗.

5.2 Fibrados vetoriais holomorfos

Para um fibrado vetorial ser complexo é somente uma condição sobre as fibras
serem espaços vetoriais complexos, mas não impõe uma condição sobre a base
do fibrado. A base pode ser uma variedade real ou complexo mas, a prinćıpio, a
condição sobre as trivializações é somente de suavidade. Agora consideramos
fibrados vetoriais holomorfos, que são necessariamente definidos em variedades
complexas.

Definição 5.8. Seja M uma variedade complexa. Um fibrado vetorial holo-
morfo em M é um fibrado vetorial complexo π : E → M , que satisfaz as
condições:

1. E é uma variedade complexa.

2. π : E →M é uma aplicação holomorfa.

3. (E, π) é equipado com uma famı́lia de trivializações E = {(Uα, ϕα)}, com
M =

⋃
α Uα, tal que as aplicações ϕα : π−1(Uα) → Uα × Ck sejam

holomorfas.

Observamos que a terceira condição implica que as funções de transição
induzidas pelas trivializações gαβ : Uα ∩ Uβ → GL(k,C) são holomorfas, con-
siderando o grupo GL(k,C) como uma variedade complexa.
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Exemplo. Seja M uma variedade complexa, com cartas locais zα : Uα →
zα(Uα) ⊆ Cn. O fibrado tangente holomorfo T 1,0M admite referenciais locais
∂/∂ziα}, que satisfazem

∂

∂ziβ
=

n∑
j=1

∂

∂zjα

∂zjα
∂ziβ

então as funções de transição são gαβ = J (zα ◦ z−1
β ) ◦ zβ em Uα ∩ Uβ . Isso é

uma função holomorfa, então T 1,0M é um fibrado holomorfo.

Exemplo. O fibrado canônico é KM = Λ1,0
M . Já vimos que admite funções de

transição gαβ = det(J (zα◦z−1
β ))−1, o que é holomorfa, então KM é naturalmente

holomorfo.

Exemplo. O Fibrado Tautológico em Pn. Seja l um ponto em Pn, o que
é dizer que l é um subespaço vetorial de dimensão 1 em Cn+1. Seja Λ

π→ Pn o
fibrado vetorial dado por π−1(l) = Λl = l, considerada como uma linha. Então,
dim(l) = k = 1 e Λ é um fibrado em linhas. Mais precisamente,

Λ = {(p, v) ∈ Cn × Cn+1 | v ∈ p}.

Exerćıcio. Demonstre que Λ é uma subvariedade complexa de Pn × Cn+1.

Consideramos a aplicação π : Λ → Pn, π(p, v) = p. Então, para cada α =
0, . . . , n, temos Uα = {[z0 : · · · ; zn] | zα 6= 0} ⊆ Pn. Se l = [z] ∈ Uα, então

ξ = ( z
0

zα , . . . , 1, . . . ,
zn

zα ) é uma base da linha l = [ξ]. Para qualquer elemento
v ∈ [ξ], v = λξ, para algum λ ∈ C. Definimos

ϕα : π−1(Uα −→ Uα × C,
ϕα(l, v) = (l, λ),

se v = λξ = λ

(
z0

zα
, . . . , 1, · · · , z

n

zα

)
,

e logo λ = vα e ϕα(l, v) = (l, vα). Para considerar as funções de transição do
fibrado, trocamos trivialização ϕ para ϕβ . Em Uα ∩ Uβ , zα, zβ 6= 0,

ϕ−1
β (l, λ) =

l, λ
 z0

zβ
, . . . ,

α
zα

zβ
, . . . ,

β

1, . . . ,
zn

zβ

 ,

=

l, λzα
zβ

 z0

zα
, . . . ,

α
1, . . . ,

β

zβ

zα
, . . . ,

zn

zα


 .

Logo, ϕα ◦ ϕβ(l, v) = (l, z
α

zβ
λ). As funções de transição são

gαβ : Uα ∩ Uβ −→ C∗,

gαβ([z]) =
zα

zβ
.

Isso é holomorfa em Uα ∩ Uβ e Λ é um fibrado em linhas holomorfo.
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Seja E →M um fibrado vetorial holomorfo. Uma seção σ : M → E é holomorfa
se for holomorfa como um mapa de variedades complexas. Se ϕ : π−1(U) →
U × Ck é uma trivialização holomorfa, temos referencial {σ1, . . . , σk}, para

σj(x) = ϕ−1(x, ej).

Então ϕ holomorfa implica que as σj são holomorfas. Para qualquer outra seção
holomorfa em U , σ tem a forma

σ(x) =

k∑
j=1

σj(x)f j(x) ∈ Ex

para uma função holomorfa f = (f1, . . . , fk) : U → Ck. O conjunto de seções
suaves de E em U ⊆M é denotado por Γ(U,E). O conjunto de seções holomorfas
de E, no conjunto U , é OM (U,E).

Já estudamos formas diferenciais em variedades complexas e vimos que para
todo p, q ≥ 0, Λp,qM é um fibrado vetorial complexo. Seja E → M um outro
fibrado vetorial complexo.

Definição 5.9. Uma (p, q)-forma com valores em E é uma seção suave do
fibrado Λp,qM ⊗M . O conjunto de (p, q) formas com valores em E será denotado
por

E p,q(M,E) = Γ(M,Λp,qM ⊗ E).

Observamos que se E = M×C é o fibrado em linhas trivial em M , Λp,qM ⊗E ∼= Λp,qM
e uma (p, q)-forma com valores em E é uma (p, q)-forma. Localmente, num
conjunto U que suporte uma carta de coordenadas e uma trivialização holomorfa
de E, Φ ∈ E p,q(M,E) admite as expressões

Φ =

k∑
α=1

∑
I,J

fαIJσα ⊗ dzi1 ∧ · · · dzip ∧ dz̄j1 ∧ · · · ∧ dz̄jq ,

=
∑
α

σα ⊗ ωα,

para {σα} um referencial local de E e fαIJ funções suaves, ou ωα (p, q)-formas
suaves.

Já vimos o operador ∂̄

∂̄ : E p,q(M) −→ E p,q+1(M).

Podemos definir um outro operador parecido, agindo em formas agora com
valores num fibrado holomorfo. Seja E um fibrado vetorial holomorfo. Então
definimos

∂̄ : E p,q(M,E) −→ E p,q+1(M,E).

Para σ ∈ E p,q(M,E), então localmente em algum conjunto aberto U , σ =∑
j σj ⊗ ωj , onde {σ} é um referencial local holomorfo de E e ωj ∈ E p,q(U).

Definimos

∂̄σ =
∑
j

σj ⊗ ∂̄ωj .
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Proposição 5.10. O operador ∂̄ em E satisfaz as seguintes propriedades.

1. ∂̄ é bem definido, independente do referencial {σj}.

2. ∂̄2 = 0,

3. Se q = 0, ∂̄σ = 0 se e somente se σ é uma seção holomorfa do fibrado
holomorfo E ⊗ Λp,0M .

Demonstração. Se {σ′i} é um outro referencial holomorfo, então

σ′j =
∑
j

σjgji,

para funções locais holomorfas gji. Então

σ =
∑
i

σ′i ⊗ ω′i =
∑
j

σj ⊗ ωj =
∑
ij

σj ⊗ gjiω′i,

logo, ωj =
∑
i

gjiω
′
i,

e, ∂̄ωj =
∑
i

((∂̄gji) ∧ ω′i + gji∂̄ω
′
i) =

∑
i

gji∂̄ω
′
i.

Logo, ∑
j

σj ⊗ ∂̄ωj =
∑
ji

σjgji ⊗ ∂̄ω′i =
∑
i

σ′i ⊗ ∂̄ω′i,

e ∂̄σ é bem definida. O segundo ponto na proposição é evidente. Para o terceiro,
para

σ =
∑
j,I

f jI σj ⊗ dz
I ,

∂̄σ =
∑
j,I,k

∂f jI
∂z̄k

σj ⊗ dz̄k ∧ dzI .

Observamos que {σj⊗dz̄k∧dzI} é um referencial local suave do fibrado complexo

E ⊗ Λp,1, então ∂̄σ = 0 implica que os coeficientes
∂fjI
∂z̄k

= 0, e logo as funções f jI
são todas holomorfas, e σ é uma seção holomorfa.

Assim, o conjunto de seções holomorfas, locais ou globais, de E é o núcleo de ∂̄:

OM (U,E) = ker{∂̄ : E 0(U,E) −→ E 0,1(U,E)}.

O espaço de p-formas holomorfas, com valores em E é

Ωp(M,E) = ker{∂̄ : E p,0(M,E) −→ E p,1(M,E)}.

Denotamos por OM (E) o feixe de seções holomorfas de E e Ωp
M (E) o feixe de

p-formas holomorfas com valores em E.

62



5.3 Conexões e Curvatura em Fibrados

Seja π : E →M um fibrado vetorial complexo. Uma métrica Hermitiana em
E é uma famı́lia de produtos interiores Hermitianos

hx : Ex × Ex −→ C,

para todo x ∈M , variando suavamente com x. Isso é, se v, w ∈ Ex = π−1(x) e
λ ∈ C,

1. hx(v, w) = hx(w, v),

2. λhx(v, w) = hx(λv,w) = hx(v, λ̄w).

3. h(v, v) ≥ 0 e h(v, v) = 0 se e somente se v = 0.

A condição de suavidade pode ser entendida pela maneira seguinte.

4. Se {σj} é um referencial local suave, as funções locais

hij(x) = hx(σi(x), σj(x))

são suaves.

Um referencial {σj}, definido em U ⊆M , é unitário, se para todo x ∈ U ,

hx(σi(x), σj(x)) =

{
1 i = j,

0 i 6= j.

Pelo argumento de Gram-Schmidt, para qualquer x ∈M , existe um referencial
unitário definido numa vizinhança de x. Uma outra definição equivalente de uma
métrica Hermitiana num fibrado é o seguinte. Consideramos o fibrado vetorial
real Herm(E) dado como o subfibrado do produto tensorial complexo E∗ ⊗C Ē

∗

de elementos h que satisfazem Ch = h, para um certo automorfismo real C.
Uma métrica Hermitiana em E é uma seção suave de Herm(E) que é positivo
definido em todo ponto.

Definição 5.11. Uma conexão no fibrado vetorial complexo E é uma aplicação
linear

D : E 0(M,E) −→ E 1(M,E)

que satisfaz a regra de Leibniz, que para f ∈ C∞(M,C) e σ ∈ E 0(M,E),

D(f · σ) = df ⊗ σ + f ·Dσ.

Proposição 5.12. Sejam D uma conexão em E e U ⊆ M um subconjunto
aberto. Se a seção σ ∈ E 0(M,E) tem suporte no conjunto U , então o suporte de
Dσ também é contindo em U .

Omitimos a demonstração desse resultado elementar. Uma consequência disso é
que podemos diferenciar seções locais e descrever uma conexão localmente. D
pode ser restrita para uma aplicação linear

D : E 0(U,E) −→ E 1(U,E|U )
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para qualquer subconjunto aberto U ⊆M . Seja {e1, . . . , ek} um referencial para
E no conjunto aberto U ⊆M . Então, Dei ∈ E 0(U,E|U ), e

Dei =
∑
j

ej ⊗ θji ,

onde θji ∈ E 1(U) é uma 1-forma definida em U . Para qualquer seção local

σ ∈ E 0(U,E), temos σ =
∑k
i=1 eiσ

i, para σi ∈ C∞(U,C) funções suaves. Então

Dσ =
∑
i

D(eiσ
i) =

∑
i

(
(Dei)σ

i + ei ⊗ dσi
)
,

=
∑
i,j

ej ⊗ θjiσ
i +
∑
i

ei ⊗ dσi,

=
∑
i

ei ⊗

dσi +

k∑
j=1

θijσ
j

 .

Então se uma seção local σ é localmente dada pela função α = (σ1, . . . , σk)t com
valores em Ck, considerada como uma vetor de coluna, então Dσ é identificada
com dα+ θα. Uma conexão é, localmente, determinada pela derivada exterior
mais um termo dado por uma matriz de 1-formas. A matriz θ é, por sua vez,
determinada pelo referencial local {ei}.

Em geometria Riemanniana, a conexão de Levi-Civita ∇ em TM é localmente
determinada por seus śımbolos de Christoffel Γkij , tal que

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
=
∑
k

Γkij
∂

∂xk
.

Relacionamos isso com a expressão anterior ao escrever como

∇ ∂

∂xj
=
∑
k

∂

∂xk
⊗

(∑
i

Γkijdx
i

)
e a matriz θ = (θkj ) é nesse caso θkj =

∑
i Γkijdx

i.

Sejam

ϕα : π−1(Uα) −→ Uα × Ck,
ϕβ : π−1(Uβ) −→ Uβ × Ck,

trivializações locais do fibrado vetorial complexo π : E →M . Assim, obtemos
referenciais locais {eαj } e {eβj } em Uα e Uβ respetivamente. Os referenciais são
relacionadas em Uα ∩ Uβ por

eβi =

k∑
l=1

eαl g
l
i

onde as funções de transição são gαβ = (gji ) : Uα ∩ Uβ → GL(k,C). Dada uma
conexão D em E, cada referencial determina uma matriz de 1-formas da D :

Deαi =
∑
j

eαj ⊗ (θα)ji , Deβi =
∑
j

eβj ⊗ (θβ)ji .

64



Então,

Deβi =
∑
j

eβj ⊗ (θβ)ji ,

=
∑
j,l

eαl ⊗ glj ⊗ (θβ)ji ,

= D

(∑
l

eαl g
l
i

)
,

=
∑
j,l

eαj ⊗ (θα)jl · g
l
i +
∑
l

eαl ⊗ dgli.

Então, as matrizes de 1-formas em Uα∩Uβ , onde ambas são definidas, satisfazem

gαβθ
β = θαgαβ + dgαβ ,

θβ = g−1
αβθ

αgαβ + g−1
αβdgαβ .

De modo muito parecido, temos um resultado rećıproco.

Exerćıcio. Seja π : E → M um fibrado vetorial complexo, com trivializações
{(Uα, ϕα)} cobrindo M . Sejam gαβ as funções de transição para essas trivi-
alizações. Suponha que em cada aberto Uα, temos uma matriz de 1-formas
θα ∈ E 1(Uα, gl(k,C)) que satisfazem

θβ = g−1
αβθ

αgαβ + g−1
αβdgαβ

em Uα ∩ Uβ . Então, demonstre que existe uma única conection D em E tal que,

localmente em Uα, Deα =
∑
j e
α
j ⊗ (θα)ji . Use essa con-

strução para
definir o pull-
back de uma
conexão

Definição 5.13. Seja h uma métrica Hermitiana no fibrado vetorial complexo
π : E → M . Uma conexão D em E é compat́ıvel com h se para todas as
seções σ, τ ∈ E 0(M,E),

dh(σ, τ) = h(Dσ, τ) + h(σ,Dτ).

Essa condição vale se e somente se para todo x ∈M e para todo X ∈ TxM um
vetor tangente (real),

Xh(σ, τ) = h(DXσ, τ) + h(σ,DXτ).

Notamos que se M é uma variedade complexa, essa condição vale se para todo
vetor tangente complexo X ∈ TxM ⊗ C,

Xh(σ, τ) = h(DXσ, τ) + h(σ,DXτ).

Supomos de novo que M é uma variedade complexa. Em 1-formas nós temos a
decomposição

Λ1T ∗M = Λ1,0
M ⊕ Λ0,1

M ,

em que, por exemplos, dxi = 1/2dzi + 1/2dz̄i. Então, no produto tensorial de
fibrados

Λ1
M ⊗ E = Λ1,0 ⊗ E ⊕ Λ0,1

M ⊗ E.
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Assim, o espaço de seções desses fibrados decompõe-se como E 1(M,E) =
E 1,0(M,E) ⊕ E 0,1(M,E). Logo, se D é uma conexão em E, D : E 0(M,E) →
E 1(M,E) = E 1,0(M,E)⊕E 0,1(M,E), então podemos considerar os componentes
de D = D1,0 ⊕ D0,1 dos dois sumandos. Pelo outro lado, se E é um fibrado
vetorial holomorfo, então também existe o operador ∂̄:

∂̄ : E 0(M,E) −→ E 0,1(M,E).

Definição 5.14. Uma conexão D é compat́ıvel com a estrutura holomorfa
de E se

D0,1 = ∂̄ : E 0(M,E) −→ E 0,1(M,E)

Fazemos a observação de que se σ ∈ E 0(M,E), então

σ é uma seção holomorfa,

⇔ ∂̄σ = D0,1σ = 0,

⇔ Dσ é puramente de tipo (1, 0),

⇔ DXσ = 0 for all X ∈ T 1,0M.

Um resultado fundamental da geometria Riemanniana é da existência da conexão
de Levi-Civita. Essa conexão é compat́ıvel com a métrica no fibrado tangente
e cuja torsão é identicamente nula. Com essa conexão, temos uma maneira
unicamente determinada de diferenciação. Um ponto para observar é que a
torsão é somente definida no fibrado tangente. Em outros fibrados vetoriais,
não temos um jeito canonicamente determinado para diferenciar. A proposição
seguinte nos dá um resultado parecido, para fibrados vetoriais holomorfos em
variedades complexas.

Proposição 5.15. Seja π : E → M um fibrado vetorial holomorfo, com uma
métrica Hermitiana h. Então, existe uma única conexão D em E que é compat́ıvel
com a métrica h e também compat́ıvel com a estrutura holomorfa de E.

Essa conexão é chamada a conexão de Chern do fibrado holomorfo Hermitiano
(E, h).

Demonstração. Primeiro mostramos a unicidade da conexão. Supomos que
uma conexão D existe. Em uma trivialização local ϕ : π−1(U)→ U × Ck, com
uma referencial local holomorfo {e1, . . . , ek}, temos

Dei =
∑
j

ej ⊗ θji,

onde θ = (θji) é uma matriz de formas de tipo (1, 0). A conexão é compat́ıvel
com a métrica, então seja hij = h(ei, ej), e

dhij = h(Dei, ej) + h(ei, Dej),

=
∑
k

h(ek ⊗ θki, ej) +
∑
k

h(ei, ek ⊗ θkj),

∂hij + ∂̄hij = θkihkj + hikθ̄kj .
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Igualando os termos de tipo (1, 0 e de tipo (0, 1), temos ∂h = θth, ou que
θ = (∂h · h−1)t. Isso é dizer que as duas condições de compatibilidade determi-
nam unicamente a expressão local da conexão, então uma conexão satisfazendo
as condições deve ser única.

Para mostrar a existência de uma conexão com as propriedades desejados, sejam
{(Uα, ϕ) trivializações holomorfas de E cobrindo M , com funções de transição
gαβ definidas em Uα ∩Uβ . Então temos funções de matrizes hα = (hαij) em cada

Uα e podemos definir formas θα = (∂hα · (hα)−1)t. Uma conta rápida mostra
que em Uα ∩ Uβ temos

θβ = g−1
αβθ

αgαβ + g−1
αβdgαβ ,

então as formas θα determinam uma conexão em E. Pode ser verificado que
essa conexão é compat́ıvel com a métrica h e com a estrutura holomorfa.

Um caso importante é de um fibrado de linhas. Seja π : L→M um fibrado de
linhas holomorfo, com uma métrica hermitiana h. L é trivializada por uma seção
holomorfa local e ∈ OM (U,L) que não anula-se em U . A matriz hij = h(e, e)
é nesse caso somente uma função positiva suave em U . Para quaisquer seções
locais σ = f.e e τ = g.e,

h(σ, τ) = h(f.e, g.e) = f, ḡ.h(e, e).

A conexão de Chern é localmente dada pela forma θ = ∂h.h−1, observando que
para k = 1 temos θt = θ, o que simplifica como θ = ∂h.h−1 = ∂ log h.

Exemplo. Consideramos o espaço projetivo M = Pn com o fibrado vetorial
trivial de posto n+ 1, E = Pn × Cn+1. Uma seção σ de E pode ser identificada
com uma função f : Pn → Cn+1, por σ(l) = (l, f(l)). Temos nesse caso a
conexão trivial ∇σ = (l, dfl) ∈ E 1(P, E), que escreveremos como ∇ = d. Assim,
observamos que ∇0,1 = ∂̄ e a conexão trivial é compat́ıvel com a estrutura
complexa trivial. Se colocamos a métrica Hermitiana em E = Pn × Cn+1,

h((l, v), (l, w)) = v · w̄,

então vemos rapidamente que ∇ = d é a conexão de Chern de (E, h).

Exemplo. Um segundo e mais importante exemplo é do fibrado tautológico em
M = Pn. Seja π : Λ→ Pn o fibrado dado por

Λ = {(l, v) ∈ Pn × Cn+1 | v ∈ l}.

Então, Λl = π−1(l) = l ⊆ Cn+1, e temos que Λ é um sub-fibrado do fibrado
trivial acima. Podemos restringir a cada fibra Λl a métrica Hermitiana no fibrado
trivial. Uma seção σ ∈ E 0(Pn,Λ) é uma aplicação σ : Pn → Cn+1 tal que σ(l) ∈ l
para todo l ∈ Pn. A derivada exterior de σ,e em l, é um elemento de Cn+1⊗T ∗l Pn
mas não é necessariamente em Λl ⊗ T ∗l Pn. A derivada direcional Xσ ∈ Cn+1 em
l não é necessariamente um elemento de Λl = l. Seja πl : Cn+1 → Λl ⊆ Cn+1 a
projeção ortogonal. Definimos uma conexão

∇ : E 0(Λ) −→ E 1(Λ),

∇σ)l = πl(dσ).
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Isso é dizer que para X ∈ TlPn, ∇Xσ = πl(Xσ). Um exerćıcio imediato verifica
que∇ é uma conexão em Λ. Localmente, se l ∈ U0 = {[z0 : · · · zn] | z0 6= 0}, então
l = [1 : x1 : · · · : xn] para um elemento x = (xi) ∈ Cn unicamente determinado,
e o vetor v = (1, x) gera a linha l. Consideramos v como um referencial local

holomorfo em U0. Projeção ortogonal em l é dada por πl(ξ) = 〈ξ, v|v| 〉
v
|v| = 〈ξ,v〉

|v|2 v.

Seja σ uma seção local de Λ. Então em U0, σ = f.v = f.(1, x). Temos

dσ = df.(1, x) + f(0, dx),

∇σ = π(dσ) = df.(1, x) + f
(0, dx) · (1, x)

1 + |x|2
(1, x),

= v ⊗ (df + θf),

onde θ =
∑
i dx

ix̄i

1+|x|2 . Essa 1-forma local pode ser reconhecida como

θ = ∂ log(1 + |x|2) = ∂ log |v|2.

Isso é dizer que ∇ é a conexão de Chern do fibrado tautológico Λ, com a metrica
Hermitiana h induzida em Λ como um sub-fibrado do fibrado trivial em Pn.

Sejam E → M e F → M fibrados vetoriais complexos numa variedade difer-
enciavel. Sejam ∇E e ∇F conexões neles. Então, são induzidas conexões nos
fibrados vetoriais associados E∗, E ⊗ F , Hom(E,F ), ΛkE∗, entre muitos out-
ros. Uma seção α ∈ E 0(M,E∗) pode ser considerada um homomorfismo de
C∞(M)-módulos

α : E 0(M,E)→ C∞(M),

enquanto uma 1-forma com valores em E, Φ ∈ E 1(M,E∗), é equivalente a um
homomorfismo

Φ : E 0(M,E) −→ E 1(M).

Logo, definimos uma conexão

∇E
∗

: E 0(M,E∗) −→ E 1(M,E∗),

(∇E
∗
α)(v) = d(α(v))− α(∇Ev)

para qualquer v ∈ E 0(M,E). Para Φ ∈ E 0(M,E) e Ψ ∈ E 0(M,F ), Φ ⊗ Ψ ∈
E 0(M,E ⊗ F ), e definimos

∇⊗(Φ⊗Ψ) = (∇EΦ)⊗Ψ + Φ⊗ (∇FΨ) ∈ E 1(M,E ⊗ F ).

Nem toda seção é decompońıvel como o produto de seções de E e F , mas
seções dessa forma geram E 0(M,E ⊗ F ) como um C∞(M)-módulo. Para
A ∈ E 0(M,Hom(E,F )), definimos a derivada como

(∇HomA)(v) = ∇F (A(v))−A(∇Ev),

para todo v ∈ E 0(M,E). O espaço E 0(M,ΛkE∗) é gerado por seções da forma
Ψ = ε1 ∧ · · · ∧ εk para εi ∈ E 0(M,E∗). Definimos

∇Ψ = ∇(ε1 ∧ · · · ∧ εk),

= (∇E
∗
ε1) ∧ ε2 ∧ · · · ∧ εk + ε1 ∧ (∇E

∗
ε2) ∧ · · · ∧ εk +

· · ·+ ε1 ∧ · · · ∧ (∇E
∗
εk).
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Exerćıcio. Demonstre que essas são conexões e que são bem definidas. Demon-
stre que se ∇E e ∇F são as conexões de Chern, então as conexões definidas acima
são as conexões de Chern para as estruturas holomorfas e Hermitianas associadas.

Exerćıcio. Seja ∇ uma conexão no fibrado E e seja e = {ei} um referencial
local de E em U ⊆ M . O fibrado dual de E admite uma trivialização local
determinado pelo referencial dual e∗ = {ei}, onde

eip(ejp) =

{
1 se i = j,

0 se i 6= j,

em todo ponto p ∈ U . Os elementos {ei ⊗ ej} formam um referencial local
para E ⊗ E∗ ∼= End(E) em U . Demonstre que se uma conexão ∇ é dado por
∇ei =

∑
j ej ⊗ θ

j
i , e

∇(
∑
i

eiσ
i) =

∑
j

ej ⊗ (dσ +
∑
k

θjkσ
k),

então a conexão ∇E∗ satisfaz ∇E∗ei = −
∑
j e
j ⊗ θij , ou

∇E
∗
(
∑
i

eiσi) =
∑
j

ej ⊗ (dσj −
∑
k

θkj σk),

e que se Φ =
∑
ij ei ⊗ ejAij , demostre que ∇Φ =

∑
ij ei ⊗ ej ⊗Bij onde

B = dA+ [θ,A].

Definição 5.16. Seja ∇ uma conexão no fibrado vetorial complexo. A cur-
vatura F∇ de ∇ é a aplicação multilinear

F∇ : Γ(TM)× Γ(TM)× E 0(M,E) −→ E 0(M,E),

F∇X,Y σ = ∇X∇Y σ −∇Y∇Xσ −∇[X,Y ]σ.

Quando não existe risco de confusão, escrevemos a curvatura como F , ao invés
de F∇.

Proposição 5.17. Para f ∈ C∞(M), a curvatura satisfaz

F∇fX,Y σ = F∇X,fY σ = F∇X,Y (fσ) = fF∇X,Y σ.

Demonstração. A prova é muito padrão e daremos apenas para uma das
igualdades.

F∇X,fY σ = ∇X(f∇Y σ − f∇Y∇Xσ −∇[x,fY ]σ,

= Xf · ∇Y σ + f∇X∇Y σ − f∇Y∇Xσ −∇(Xf ·Y+f [X,Y ])σ,

= fF∇X,Y σ.

Em particular, isso implica que F∇ é um tensor em todos os seus argumentos.

F∇ : Γ(TM)× Γ(TM)× E 0(M,E) −→ E 0(M,E)
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é um homomorfismo multi-linear de C∞(M)-módulos, que é anti-simétrico entre
X e Y , então F∇ é uma seção do fibrado Λ2T ∗M⊗End(E)) e F∇ ∈ E 2(End(E)).
Em todo ponto x ∈M , temos uma aplicação multi-linear

F∇x : TxM × TxM × Ex −→ Ex

que varia diferenciavelmente com x.

Queremos agora dar uma expressão local para a curvatura de uma conexão.
Suponha que e = {e1, . . . , ek} é um referencial local, definido num conjunto
aberto U ⊆M . Então ∇ei =

∑
j ej⊗θ

j
i , ou ∇Xei =

∑
j ejθ

j
i (X) para X ∈ TpM .

Então

∇X∇Y ei = ∇X(ejθ
j
i (Y )) = ∇Xek.θji (Y ) = ej .X(θji (Y )),

= ekθ
k
j (X)θji (Y ) + ek(X(θki (Y ))).

Logo,

∇X∇Y ei −∇Y∇Xei −∇[X,Y ]ei

= ek

[
X(θki (Y ))− Y (θki (X))− θki ([X,Y ]) + θkj (X)θji (Y )− θkj (Y )θji (X)

]
,

= ek

dθki (X,Y ) +
∑
j

θkj ∧ θ
j
i (X,Y )

 .

Isso é dizer que se a conexão é, com respeito a esse referencial, dado por
∇ei =

∑
k ek ⊗ θki , para θ = (θkj ) uma matriz de 1-formas em U , então a

curvatura

Fx : Ex −→ Λ2T ∗xM ⊗ Ex

é dado por F∇ei =
∑
k ek ⊗Θk

i , para Θ = (Θk
i ) uma matriz de 2-formas, onde

Θ = dθ + θ ∧ θ.

Nos conjuntos Uα, Uβ , sejam eα = {eαi } e eβ = {eβi } referenciais locais satis-

fazendo eβi =
∑
j e
α
j g

j
i , onde gαβ = (gji ) é a matriz de funções de transição, em

Uα ∩ Uβ . As trivializações determinam 1-formas da conexão θα ∈ E 1(Uα, gl(k))
e θβ ∈ E 1(Uβ , gl(k)).

Proposição 5.18. As matrizes da curvatura Θα e Θβ são relacionadas em
Uα ∩ Uβ por

Θβ = g−1
αβ ·Θ

α · gαβ .

Isso é dizer, por conjugação pelas funções de transição.

Demonstração. Escreveremos g = gαβ , e usaremos a identidade d(g−1) =
−dg−1 · dg · g−1. Isso segue pois g · g−1 = Id implica que d(g · g−1) = 0 =
dg · g−1 + g · d(g−1). As matrizes da conexão satisfazem

θβ = g−1θαg + g−1dg.
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Logo,

dθβ = −g−1dgg−1θαg + g−1dθαg − g−1θα ∧ dg − g−1dg ∧ g−1dg,

θβ ∧ θβ = g−1θα ∧ θαg + g−1θα ∧ dg + g−1dgg−1θαg + g−1dg ∧ g−1dg.

Então temos Θβ = g−1(dθα + θα ∧ θα)g = g−1Θαg.

Temos muitos usos da curvatura de uma conexão num fibrado vetorial. Podemos
estender e generalizar várias ideias da geometria Riemanniana para esse caso.
Podemos utilizá-la para entender certos tipos de integrabilidade. Pode ser usada
para imitar a construção da derivada exterior. E ao considerar condições adi-
cionais que a curvatura pode satisfazer, obtemos equações diferenciais parciais
interessantes cujas soluções influenciam, ou que são influenciadas por, a geometria
da variedade.

Proposição 5.19. Seja ∇ : E 0(M,E) → E 1(M,E) uma conexão no fibrado
vetorial complexo E. Para todo k ≥ 0, existe um único operador

d∇ : E k(M,E) −→ E k+1(M,E)

tal que,

1. se k = 0, d∇ = ∇,

2. se σ ∈ E 0(M,E) e α ∈ E k(M), com σ ⊗ α ∈ E k(M,E), então

d∇(σ ⊗ α) = (∇σ) ∧ α+ σ ⊗ dα.

A multiplicação no primeiro termo à direita é o morfismo de fibrados

∧ : E × Λ1 ⊗ Λk −→ E ⊗ Λk+1.

dado por multiplicação exterior em formas.

Demonstração. Um elemento Φ ∈ E k(M,E) pode ser escrito localmente como
Φ =

∑
i ei ⊗ αi, onde e = {ei} oe um referencial local e αi ∈ E k(U) são formas

locais. Então definimos

d∇Φ =
∑
i

ei ⊗ (dαi +
∑
j

θij ∧ αi),

onde θ = (θij) é a matriz de 1-formas para a conexão ∇ com respeito ao refer-
encial e. Em duas trivializações em Uα e Uβ , as matrizes de ∇ relacionam-se
por θβ = g−1

αβθ
αgαβ + g−1

αβdgαβ . Deixamos como um exerćıcio mostrar que isso

implica que o operador d∇ é bem definido, independente do referencial local.

Além disso, afirmamos (sem demonstração) que d∇ admite uma expressão
invariante global. Para X0, . . . , Xk ∈ Γ(TM) são campos vetoriais, então

(d∇Φ)(X0, . . . , Xk) =

k∑
i=0

(−1)i∇Xi
(

Φ(X0, . . . , X̂i, . . . , Xk)
)

+
∑

0≤i<j≤k

(−1)i+jΦ
(

[Xi, Xj ], X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xk

)
.
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Então, temos uma sequência

0 −→ E 0(E)
∇−→ E 1(E)

d∇−→ E 2(E)
d∇−→ E 3(E)

d∇−→ · · ·

mas (d∇)2 6≡ 0 por que, por exemplo se σ ∈ E 0(E) = Γ(E) e X,Y ∈ Γ(TM),

d∇(∇σ)(X,Y ) = ∇X(∇σ(Y ))−∇Y (∇σ(X))−∇σ([X,Y ]),

= ∇X∇Y σ −∇Y∇Xσ −∇[X,Y ]σ,

= F∇X,Y σ.

Então, F∇ ∈ E 2(End(E)) é o impedimento ou a obstrução de ter (d∇)2 = 0.

Se ∇ é uma conexão num fibrado vetorial E, induz uma conexão ∇End no fibrado
End(E), o que estende-se a um operador

d∇ : E k(M,End(E)) −→ E k+1(M,End(E)).

Proposição 5.20. (Segunda Identidade de Bianchi)

d∇F∇ = 0.

Demonstração. Para A ∈ E 2(M,End(E)) e X), X1, X2 ∈ Γ(TM),

(d∇A)X0,X1,X2
=

2∑
0

(−1)i∇Xi(Xj , Xk))−
∑
i<j

(−1)i+jA([Xi, Xj ], Xk).

Para avaliar (d∇F∇)X,Y,Z em p ∈ M , suponho que X,Y, Z são campos locais
tais que [X,Y ](p) = 0, etc. Logo,

(d∇F∇)X,Y,Z = ∇End
X (F∇Y,Z) +∇End

Y (F∇Z,X) +∇End
Z (F∇X,Y ),

(d∇F∇)X,Y,Zσ = ∇X(F∇Y,Zσ)− F∇Y,Z(∇Xσ) +∇Y (F∇Z,Xσ)− F∇Z,X(∇Y σ)

+∇Z(F∇X,Y σ)− F∇X,Y (∇Zσ),

= ∇X∇Y∇Zσ −∇X∇Z∇Y σ + 10 outros termos,

= 0.

Vamos entender essa identidade localmente. Seja e = {ei} um referencial local
em M que determine a matriz θ = (θji ) para a conexão ∇. Então,

∇ei =
∑
j

ej ⊗ θji ,

F∇ei =
∑
j

ej ⊗Θj
i

para Θ = dθ + θ ∧ θ. Por algumas observações muito parecidas com o Exerćıcio
*** acima, vemos que os coeficientes nesse referencial da derivada d∇F∇ são
dados pela matriz de 3-formas

dΘ + θ ∧Θ−Θ ∧ θ = dθ ∧ θ − θ ∧ dθ + θ ∧ (dθ + θ ∧ θ)− (dθ + θ ∧ θ) ∧ θ,
= 0.
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Antes de terminar essa discussão, enfatizamos que a segunda identidade de
Bianchi vale para toda conexão em qualquer fibrado vetorial. Isso é em contraste
com a primeira identidade de Bianchi, que é válida apenas para conexões no
fibrado tangente de uma variedade que são livres de torção.

Seja (E, h) um fibrado vetorial Hermitiano numa variedade complexa. Uma
conexão em E é compat́ıvel com h se para todos σ, τ ∈ E 0(M,E) e X ∈ TpM⊗C,

Xh(σ, τ) = h(∇Xσ, τ) + h(σ,∇Xτ).

Deixamos como um exerćıcio mostrar que isso implica que a curvatura satisfaz

0 = h(F∇X,Y σ, τ) + h(σ, F∇
X,Y

τ).

Em particular, para vetores tangentes reais X,Y ∈ TpM (com X = X por
exemplo) , F∇X,Y define um endomorfismo anti-auto-adjunto de Ep.

Sejam M uma variedade complexa, E → M um fibrado vetorial holomorfo, h
uma métrica Hermitiana em E e ∇ a conexão de Chern de (E, h). A priori, a
curvatura de uma conexão toma valores em E 2(M,End(E)), mas para a conexão
de Chern em (E, h) existem mais restrições sobre a curvatura.

Proposição 5.21. Se ∇ é a conexão de Chern num fibrado holomorfo Hermi-
tiano (E, h), então curvatura F∇ é uma forma puramente de tipo (1, 1), com
valores no fibrado End(E). Isso é,

F∇ ∈ E 1,1(M,End(E)).

Demonstração. Essa condição é equivalente a F∇X,Y = 0 se ambos X,Y ∈
TpMC são vetores de tipo (1, 0) ou de tipo (0, 1). Numa vizinhança de um ponto
p ∈M , seja e = {ei} um referencial holomorfa local e f = {fi} um referencial
unitário local. . Eles são relacionados por fi =

∑
j ejgji, para g = (gji) uma já fiz a

definição de
ref. unitário?

matriz de funções suaves. A derivada dos campos satisfazem ∇ei =
∑
j ej ⊗ θeji,

onde θe = (θeji) é uma matriz de 1-formas de tipo (1, 0). Então, a curvatura

satisfaz F∇ = ei ⊗ ej ⊗Θe
ji, onde Θe = dθe + θe ∧ θe. Em particular, notamos

que o componente de tipo de (0, 2) de Θe se anula identicamente : (Θe)0,2 ≡ 0,
e logo (F∇)0,2 ≡ 0. A conexão também e compat́ıvel com a metrica h, então

h(F∇X,Y σ, τ) = −h(σ, F∇
X,Y

τ).

Se X e Y são ambos de tipo (1, 0), então X,Y ∈ T 0,1
p e F∇

X,Y
= 0. Logo

h(F∇X,Y σ, τ) = 0 para todo σ, τ e concluimos que F∇ ∈ E 1,1(M,End(E)).

Esse resultado pode ser refinado ainda mais. Com respeito a um referencial
holomorfo e = {ei}, a matriza da conexão de Chern ∇ tem expressão θ =
(∂h.h−1)t, então,

Θ = dθ + θ ∧ θ,
= ∂̄θ + (∂θ + θ ∧ θ).

O primeiro termo é puramente de tipo (1, 1), enquanto o segundo é de tipo (2, 0)
e logo deve anular-se identicamente. Logo, a curvatura tem a expressão muito
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concreta Θ = ∂̄θ = (∂̄(∂h.h−1))t.

Se π : L → M é um fibrado de linhas, com posto k = 1, então aproveitamos
ao observar que o espaço de endomorfismos de um espaço vetorial complexo de
dimensão 1 é canonicamente isomorfo a C, e consiste-se apenas dos escalares. O
fibrado End(L) ∼= L ⊗ L∗ ∼= C e a curvatura de qualquer conexão em L toma
valores em E 2(M,End(L)) = E 2(M). Suponha que L é holomorfo e munido com
uma métrica Hermitiana h. Se e é uma seção local não-nula, assim dando um
referencial local, então h = h(e, e) é uma função positiva não-nula. A 1-forma
local da conexão é θ = ∂ log h e a matriz da conexão é F = Θ = ∂̄∂ log h. Isso
implica que

1. A 2-forma F = F∇ é fechada : dF = 0.

2. iF = i∂̄∂ log h é uma (1, 1)-forma real, pois iF = iF .

3. A função log h não é globalmente definida, mas a forma F = i∂̄∂ log h é
bem definida independente da trivialização holomorfa usada na definição.

Exemplo. Seja Λ→ Pn o fibrado tautológico no espaço projetivo. No conjunto

U0 = {l = [1 : x1 : · · · : xn] | x = (xi) ∈ Cn}

Λ pode ser trivializado, com referencial holomorfo e(l) = (l, (1, x)) ∈ Λl para
l ∈ U0. O fibrado Λ herda uma métrica Hermitiana por ser um sub-fibrado de
Pn × Cn+1. Então h(e, e) = |(1, x)|2 = 1 + |x|2. A forma local da conexão é
∂ log(1 + |x|2) e a curvatura é F = ∂̄∂ log(1 + |x|2). Nós já vimos essa forma na
discussão de métricas Hermitianas.

iF = i∂̄∂ log(1 + |x|2),

= −i∂∂̄ log(1 + |x|2),

= −ωFS ,

onde ωFS é a 2-forma associada à métrica de Fubini-Study em Pn.

5.4 Fibrados de Linha Holomorfos

Agora colocamos mais atenção em fibrados vetoriais holomorfos de posto 1, o
que é dizer em fibrados de linha. Seja M uma variedade complexa e π : L→M
um fibrado de linha holomorfo. Suponha que M admite uma cobertura aberta
U = {Uα}, e que temos trivializações holomorfas ϕα : π−1(Uα) → Uα × C
definindo as funções de transição por

ϕα ◦ ϕ−1
β : Uα ∩ Uβ × C −→ Uα ∩ Uβ × C,

(x, v) 7−→ (x, gαβ(x)v).

As aplicações folomorfas gαβ : Uα ∩ Uβ → GL(1,C) = C∗ determinam g =
(gαβ) ∈ Č1(U ,O∗M ) uma co-cadeia de Čech, com valores no feixe O∗M . As funções
satisfazem

• gαα ≡ 1 em Uα,

• gαβ = g−1
βα em Uα ∩ Uβ ,
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• gαβ · gβγ · gγα ≡ 1 em Uα ∩ Uβ ∩ Uγ .

Essas são exatamente as condições para o co-cadeia g ser fechada no sentido
da teoria de Čech : (δg)αβγ = gβγg

−1
αγ gαβ = 1, e δg = 1 ∈ Č2(U ,O∗M ). Um

fibrado de linhas holomorfo determine um co-ćıclo de Čech, e logo uma classe
[g] ∈ Ȟ1(M,O∗M ).

Pelo outro lado, suponha que U = {Uα} é uma cobertura aberta de M e que essa parte é
redundante
se fizer a
mesma con-
strução para
quaisquer
cocliclos

g = (gαβ) ∈ Ž1(U ,O∗M ) é um 1-co-ćıclo de Čech com respeito a U . Então,
podemos construir um fibrado de linhas em M que realiza esse co-ćıclo como
suas funções de transição. Consideramos o conjunto⊔

α

(Uα × C)

com relação de equivalência que Uα ×C 3 (x, v) ∼ (y, w) ∈ Uβ ×C se e somente
se x = y ∈ Uα ∩ Uβ e v = gαβ(y)w. Então, deixamos como um exerćıcio mostrar
que o conjunto de classes de equivalência

L =

(⊔
α

(Uα × C)

)
/ ∼

admite a estrutura de um fibrado de linhas holomorfo, que admite trivializações
em Uα e cujas funções de transição são as gαβ .

Suponha que L e L′ são fibrados de linha holomorfas, determinados por co-ćıclos
de Čech {gαβ} e {hαβ}, e que temos um isomorfismo de fibrados ϕ : L → L′

entre eles. Supomos que os fibrados admitem trivializações nos mesmos conjuntos
abertos Uα ⊆M . O isomorfismo ϕ é um biholomorfismo

L L′

M

ϕ

π

π′

tal que π′ ◦ ϕ = π e tal que ϕ : Lx → L′x seja um isomorfismo linear para todo
x ∈M . ϕ é uma seção global do fibrado holomorfo Hom(L,L′), então pode ser
escrita em termos das suas funções de transição. Em particular ϕ é dado por
uma famı́lia de funções {fα ∈ OM (Uα)} tais que fα = hαβg

−1
αβfβ . Além disso,

por ϕ ser um isomorfismo, as funções fα não tem zeros e temos, em Uα ∩ Uβ ,

gαβ = hαβ
fβ
fα
.

Isso é dizer que os coćıclos de L e L′ determinam a mesma classe de cohomologia
em Ȟ1(M,O∗M ). Por um argumento muito parecido, se [g] = [h], os fibrados são
isomorfos, então podemos concluir que o grupo Ȟ1(M,O∗) é identificado com o
conjunto de classes de isomorfismo de fibrados de linha holomorfa em M .

Definição 5.22. O grupo de Picard Pic(M) de M é definido como o grupo
de classes de isomorfismo de fibrados de linha em M , com produto dado por
produto tensorial. Pela discussão acima, Pic(M) é isomorfo a Ȟ1(M,O∗M ).
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Já vimos que a sequência exata

0 −→ Z −→ OM −→ O∗M −→ 1

induz uma sequência exata longa em cohomologia

Ȟ1(M,OM ) −→ Ȟ1(M,O∗M )
δ∗−→ Ȟ2(M,Z) −→ Ȟ1(M,OM ) −→ · · ·

Para um elemento [L] ∈ Pic(M), seja g = {gαβ} um co-ćıclo de funções de
transição para o fibrado L, com respeito a uma cobertura U de M . Supomos,
depois de refinar a cobertura, que todas interseções Uα ∩ Uβ são simplesmente
conexos. Por isso podemos definir o 2-co-cadeia

hαβ =
1

2πi
log(gαβ) ∈ OM (Uα ∩ Uβ).

Então, seja f = δh ∈ Č2(U ,OM ),

fαβγ = hβγ − hαγ + hαβ |Uα∩Uβ∩Uγ .

Observamos que não podemos simplificar mais por que não existe comunicação
entre os ramos diferentes do logaŕıtmos. Porém,

exp(2πifαβγ) = elog gβγe− log gαγe
log gαβ ≡ 1.

Logo f ∈ Č2(U ,Z) e δf = 0. A definição de δ∗[g] = [f ] ∈ Ȟ2(M,Z).

Definição 5.23. Para L um fibrado de linha holomorfo em M , determinado
por um co-ćıclo g = {gαβ}, definimos a primeira classe de Chern de L por

c1(L) = δ∗[g] ∈ Ȟ2(M,Z).

Em particular, δ∗ é um homomorfismo entre os grupos de cohomologia, e a
estrutura de grupo de Pic(M) é induzida pelo produto tensorial de fibrados, nós
temos c1(L⊗ L′) = c1(L) + c1(L′).

Exemplo. Já vimos que para o espaço projetivo complexo M = Pn,

• Ȟ1(Pn,OPn) = 0,

• Ȟ2(Pn,OPn) = 0,

• Ȟ2(Pn,Z) ∼= Z.

Logo, a sequência exata longa induzida pela sequência de Euler é, nesse caso,

0 −→ Pic(Pn) −→ Z −→ 0

e todo fibrado de linha holomorfa em Pn é unicamente determinado, ao menos
isomorfismo holomorfo, por sua primeira classe de Chern.
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6 A Teoria de Chern-Weil

6.1 Polinômios Invariantes e Formas Fechadas

Para começar, consideramos um espaço vetorial complexo V de dimensão finita.
Seja p̄ : V → C um polinômio homogêneo em V de grau k. Então p̄(λv) = λkp̄(v)
para todo λ ∈ C e v ∈ V . p̄ é equivalente a uma aplicação k-multi-linear
p ∈ Symk(V ∗) ⊆ V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗

p : V × · · · × V → C

definida por p(v1, . . . , vk) = 1
k!

∂
∂λ1
· · · ∂

∂λk
|λ=0p̄(λ1v1 + · · ·λkvk). Dado forma

simétrica p, obtemos polinômio p̄(v) = p(v, v, . . . , v).

Por exemplo, para v = (z1, z2) ∈ V = C2 e p̄ o polinômio cúbico p̄(z1, z2) = z2
1z2,

temos

p(v1, v2, v3) =
1

3
(z1w1x2 + z1x1w2 + w1x1z2) ,

onde v1 = (z1, z2), v2 = (w1, w2) e v3 = (x1, x2).

Dado r ≥ 1, consideramos o espaço vetorial gl(r,C) de todas as r × r matrizes
complexos, com colchete de Lie [A,B] = AB −BA. O grupo GL(r,C) age em
gl(r,C) por g ·A = gAg−1. Um polinômio

p : gl(r,C)× · · · × gl(r,C) −→ C

é invariante se para todo Ai ∈ gl(r,C) e g ∈ GL(r,C),

p(A1, . . . , Ak) = p(gA1g
−1, . . . , gAkg

−1).

Por exemplo, para p̄(A) = tr(A2), com polarização p(A1, A2) = tr(A1A2), temos

p(gA1g
−1, gA2g

−1) = tr(gA1A2g
−1) = tr(A1A2).

Lema 6.1. Se p̄ é um polinômio homogêneo invariante em gl(r,C), então para
todo B,B1, B2, . . . , Bk,

k∑
i=1

p(B1, . . . , Bj−1, [B,Bj ], Bj+1, . . . , Bk) = 0.

Demonstração. Considere a curva gt = etB ∈ GL(r,C), g0 = I, d
dt |t=0e

tB = B.

Então, para todo A ∈ gl(r,C), d
dt |t=0(gtAg

−1
t ) = [B,A], e

p(B1, . . . , Bk) = p(etBB1e
−tB , . . . , etBBke

−tB),

d

dt

∣∣∣∣
t=0

p(B1, . . . , Bk) = 0 =

k∑
j=1

p(B1, . . . ,
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(gtBjg
−1
t ), . . . , Bk),

=

k∑
j=1

p(B1, . . . , Bj−1, [B,Bj ], Bj+1, . . . , Bk) = 0.
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Essa relação pode ser generalizada um pouco. Seja Λi = Λi(Rn)∗ o espaço de
i-covetores em Rn e Λ∗ =

⊕n
i=0 Λi a álgebra exterior em Rn. Estendemos a

aplicação k-multi-linear p para

p : Λi1 ⊗ gl(r,C)× · · · × Λik ⊗ gl(r,C) −→ Λi1+···+ik ⊗ C.

Em elementos decompońıveis Φ1 = α1 ⊗B1, ... , Φk = αk ⊗Bk, para αj ∈ Λij e
Bj ∈ gl(r,C),

p(Φ1, . . . ,Φk) = p(α1 ⊗B1, . . . , αk ⊗Bk),

= α1 ∧ · · · ∧ αk.p(B1, . . . , Bk).

Proposição 6.2. Suponha que ij = 2aj e Φj ∈ Λ2aj ⊗ gl(r,C) para todo j e que
θ ∈ Λi ⊗ gl(rC). Então se p é um polinômio homogêneo invariante em gl(r,C),
então

k∑
j=1

p(Φ1, . . .Φj−1, [θ,Φj ], . . . ,Φk) = 0.

Observação. Esse resultado também vale caso os valores ij não seja pares.
Nesse caso, um fator de (−1)X aparece na soma, e o colchete deve ser modificado
para que Λ∗ ⊗ gl(r,C) tenha a estrutura de uma álgebra de Lie graduada. A
demonstração é igual mas ficamos com o caso mais simples para facilitar a
exposição.

Demonstração. A expressão é linear em todos os termos Φj e θ, então
podemos supor que Φj = αj ⊗Bj e θ = α⊗B. Definimos uma ação de GL(r,C)
em Λij ⊗ gl(r,C) por

gt · Φj = g · (αj ⊗Bj) = αj ⊗ gBjg−1.

Então, se gt = etB como acima,

p(gt · Φ1, . . . , gt · Φk) = α1 ∧ · · · ∧ αkp(gtB1g
−1
t , . . . , gtBkg

−1
t ) = p(Φ1, . . . ,Φk).

Logo,

0 =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

p(gt · Φ1, . . . , gt · Φk) = =

k∑
j=1

p(Φ1, . . . , [B,Φj ], . . . ,Φk).

Então, se θ = α⊗B, para Λi,

0 = α ∧
k∑
j=1

p(Φ1, . . . , [B,Φj ], . . . ,Φk),

=

k∑
j=1

p(Φ1, . . . , [α⊗B,Φj ], . . . ,Φk),

porque todos os covetores Φj ∈ Λ2aj⊗gl(r,C) tem grau par, logo comutam com α.
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Agora relacionamos essas observações à geometria de variedades e dos fibrados
nelas. Seja M uma variedade diferenciável e π : E → M um fibrado vetorial
complexo de posto r em M . Seja ∇ uma conexão em E. Lembramos que a
curvatura de ∇ é uma 2-forma com valores no fibrado End(E). Seja p um
polinômio homogêneo invariante de grau k no espaço vetorial gl(r,C). O fibrado
vetorial E pode ser trivializado em conjuntos Uα cobrindo M , e seja eα = {ei}
um referencial em Uα. Com respeito a esse referencial, a curvatura de ∇ tem a
forma

F∇ =
∑
ij

ei ⊗ ej ⊗Θj
i ,

onde Θα = (Θj
i ) = dθα + θα ∧ θα

é uma matriz r×r de 2-formas em Uα. Consideramos a 2k-forma p(Θα, . . . ,Θα) =

p̄(Θα) ∈ E 2k(Uα). Se eβ é uma outra referencial, com eβi =
∑
j e
α
j gji, então na

interseção Uα ∩ Uβ , Θβ = g−1
αβ ·Θα · gαβ . O ponto crucial que segue disso é que

na interseção Uα ∩ Uβ ,

p̄(Θβ) = p̄(g−1
αβ ·Θ

αgαβ) = p̄(Θα).

As duas 2k-formas coincidem em toda dupla-interseção de elementos da cobertura,
então as formas locais p̄(Θα) determinam uma 2k-forma global em M , que
denotaremos por p(F∇) ou p(F∇, . . . , F∇). Vamos investigar as propriedades
dessa forma.

Lema 6.3.

dp(F∇) = 0.

Demonstração. Temos Seja Θ a forma de curvatura de ∇ em uma trivialização
local. Então, p(F∇) = p(Θ, . . . ,Θ), onde p é k-multi-linear. Logo, usando que Θ
tem grau dois,

dp(F∇) =
∑
j

p(Θ, . . . , dΘ, . . . ,Θ).

Pela segunda identidade de Bianchi, dΘ + [θ,Θ] = 0, e

dp(F∇) = −
∑
j

p(Θ, . . . , [θ,Θ], . . . ,Θ) = 0

pela invariânça do polinômio p̄.

Observamos que esse cálculo pode ser escrito invariantemenete, sem falar de
referenciais, como

dp(F∇, . . . , F∇) =
∑
j

p(F∇, . . . , d∇F∇, . . . , F∇) = 0,

pois d∇F∇ = 0. Essa equação vale em um pouco mais generalidade. Se
Φj ∈ E ij (End(E)) são formas de grau ij , com valores em endomorfismos de E,
temos

dp(Φ1, . . . ,Φk) =

k∑
j=1

(−1)i1+···ij−1p(Φ1, . . . , d
∇Φj , . . . ,Φk).
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A demonstração dessa fórmula é muito parecida a o que já vimos, e utiliza
a extensão do colchete de Lie em gl(r,C) para a álgebra de Lie graduada
Λ∗(Rn)∗ ⊗ gl(r,C) e a fórmula em coordenadas para a derivada covariante exte-
rior em E i(End(E)) que vimos em Exerćıcio ***.

Dado um fibrado vetorial complexo E de posto r com uma conexão ∇, e dado
um polinômio invariante p̄ na álgebra de Lie gl(r,C) de grau k, obtemos uma
2k-forma p̄(F∇) ∈ E 2k(M,C) em M .

Proposição 6.4. Se ∇ e ∇′ são duas conexões em E, então

p̄(F∇
′
)− p̄(F ′) = dα

para alguma 2k − 1-forma α ∈ E 2k−1(M,C).

Isso é dizer, as formas p̄(F∇
′
) e p̄(F∇) definem a mesma classe de cohomologia

[p̄(F∇)] ∈ H2k
dR(M).

Lema 6.5. Se ∇′ e ∇ são conexões em E, então a diferênça A = ∇′ −∇ é um
tensor, pertencendo no espaço E 1(End(E)).

Demonstração. Seja f ∈ C∞(M) e σ ∈ E 0(E). Então

A(fσ) = ∇′(fσ)−∇(fσ),

= df ⊗ σ + f∇′σ − df ⊗ σ − f∇σ,
= fAσ.

então A : Γ(E)→ Γ(Λ1 ⊗E) é um morfismo de C∞(M)-módulos, então é dado
por uma seção do fibrado Hom(E,Λ1 ⊗ E) = Λ1 ⊗ End(E).

Lema 6.6. Se ∇ é uma conexão em E e A ∈ E 1(End(E)) é uma 1-forma com
valores em endormorfismos, então ∇′ = ∇+A é uma conexão em E

A demonstração é imediata, assim de mostrar que o mapa

∇′ : E 0(E) −→ E 1(E)

satisfaz a regra de Leibniz.

Lema 6.7. Se ∇′ = ∇+A, então a curvatura da conexão ∇′ é dada por

F∇
′

= F∇ + d∇A+A ∧A,

Aqui d∇ : E 1(End(E))→ E 2(End(E)) é a extensão de ∇End para 1-formas com
valores em endomorfismos. O produto A ∧A é dado pontualmente

Λ1 ⊗ End(E)× Λ1 ⊗ End(E) −→ Λ2 ⊗ End(E).

combinando o produto exterior em covetores com composição de endomorfismos.

Demonstração. Mostramos a identidade em algum ponto x ∈ M . Sejam
X,Y ∈ Γ(TM) campos vetoriais, e supomos que [X,Y ](x) = 0. Seja σ ∈ Γ(E).
Então, em x,

F∇
′

X,Y σ = (∇X +AX)(∇Y +AY )σ − (∇Y +AY )(∇X +AX)σ,

= (∇X∇Y σ −∇Y∇Xσ)

+[∇X , AY ]σ − [∇Y , AX ]σ + (AXAY −AYAX)σ,

= F∇X,Y σ + (d∇A)X,Y σ + (A ∧A)X,Y σ.
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Teorema 6.8. Sejam π : E → M um fibrado vetorial complexo de posto r,
∇,∇′ conexões em E e p̄ um polinômio homogêneo invariante de grau k em
gl(r,C). Então

p(F∇
′
) = p(F∇) + dα

para alguma forma α ∈ E 2k−1(M).

Demonstração. Temos o tensor∇′−∇ = A ∈ E 1(End(E)), então consideramos
uma famı́lia de conexões

∇t = ∇+ tA

para t ∈ [0, 1]. Isso define uma curva no espaço de todas as conexões em E, com
∇0 = ∇ e ∇1 = ∇′. Afirmamos

d∇tA = d∇A+ 2tA ∧A.

A prova disso é imediata, por uma conta muito parecida à demonstração do
último lema. Também, pelo Lema 6.7 a curvatura da conexão ∇t é dada por
F∇t = F∇ + td∇A+ t2A ∧A e logo

d

dt
F∇t = d∇A+ 2tA ∧A = d∇tA.

Agora, considerando o polinômio p̄, e mapa multi-linear simétrico associado p,

d p(A,F∇t , . . . , F∇t) = p(d∇tA,F∇t , . . . , F∇t),

= p(
d

dt
F∇t , F∇t , . . . , F∇t),

=
1

k
p(F∇t , . . . , F∇t).

A primeira equação segue da observação após o Lema 6.3. A última igualdade
segue por que p é simétrica :

d

dt
p(F∇t , . . . , F∇t) =

k∑
1

p(F∇t , . . . ,
d

dt
F∇t , . . . , F∇t) = k p(

d

dt
F∇t , F∇t , . . . , F∇t).

Logo, nós temos

p(F∇
′
)− p(F∇) =

∫ 1

0

d

dt
p(F∇t , . . . , F∇t)dt,

= k

∫ 1

0

dp(A,F∇t , . . . , F∇t)dt,

= dα,

para α = k
∫ 1

0
p(A,F∇t , . . . , F∇t)dt ∈ E 2k−1(M).

Podemos concluir o seguinte. Se E → M é um fibrado vetorial complexa
numa variedade diferenciável M e ∇,∇′ são conexões em E, então aplicando o
polinômio p̄ nas curvaturas de ∇ e ∇′ determina a mesma classe de cohomologia
de De Rham.

p(E) = [p(F∇)] = [p(F∇
′
)] ∈ H2k(M,C).

A classe independe de qual conexão de usamos para definir-la, então determina
um invariante apenas do fibrado E. definição

de uma
classe carac-
teŕıstica?
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6.2 As Classes de Chern

Numa certa forma, essa seção consiste-se de um exemplo estendido da construção
que acabamos de ver. As classes de Chern são classes de cohomologia associadas
a cada fibrado vetorial complexo, com a propriedade adicional de ser bem adap-
tadas com respeito à soma direta de fibrados vetoriais. Essa propriedade facilita
altamente as contas para calculá-las.

Consideramos o polinômio em gl(r,C) dado por

B 7−→ tr(I +B).

Observamos que é invariante, pois det(I + gBg−1) = det(g(I + B)g−1) =
det(I +B). Segundo, a expressão não é homogêneo em B, então decompomos o
determinante em termos homogêneos :

det(I +B) = 1 + p1(B) + p2(B) + · · ·+ pr(B),

onde pk(B) satisfaz pk(λB) = λkpk(B). pk(B) é dado por

dk

dtk

∣∣∣∣
t=0

det(I + tB) =
dk

dtk

∣∣∣∣
t=0

pk(tB) = k!pk(B).

Por exemplo, para k = 1, p1(B) = tr(B). Observamos que a expressão det(I+B)
é invariante pela ação adjunta de GL(r,C), então os polinômios homogêneos
também o são.

Definição 6.9. Seja E → M um fibrado vetorial complexo de posto r com
conexão ∇.

1. A k-éssima forma de Chern do duplo (E,∇) é

ck(E,∇) = pk

(
i

2π
F∇
)
∈ E 2k(M,C).

2. A k-éssima classe de Chern de E é

ck(E) =

[
pk

(
i

2π
F∇
)]
∈ H2k(M,C).

3. A classe de Chern total de E é a soma

c(E) = 1 + c1(E) + c2(E) + · · ·+ cr(E),

=

[
det

(
I +

i

2π
F∇
)]

,

∈ H2∗(M,C).

Exemplo. Para k = 1, já vimos que p1(B) = tr(B), e logo c1(E,∇) =
i

2π tr(F∇). Em particular, se L→M é um fibrado de linhas, c1(L,∇) = i
2πF

∇

e c1(L) = [ i2πF
∇]. Nós já vimos a definição da primeira classe de Chern de um

fibrado de linha holomorfa. Veremos mais tarde que as duas definições coincidem.
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Queremos entender melhor os polinômios pk. Supomos que a matriz B ∈
gl(r,C) tem r auto-valores distintos λ1, . . . , λr. Em particular, isso implica que
B é diagonalizavel. Observamos que o sub-conjunto de gl(r,C) de matrizes
satisfazendo essa condição é denso. Então se

B =

 λ1

. . .

λr


então, det(I +B) =

r∏
j=1

(1 + λj),

= 1 +

r∑
j=1

λr +
∑
i<j

λiλj + · · · ,

= σ0(λ) + σ1(λ) + · · ·+ σr(λ),

onde os termos σj são os polinômios elementares simétrics em λ = (λ1, . . . , λr).
Temos σ0(λ) ≡ 1, σ1(λ) = λ1 + · · ·+ λr, e em geral,

σj(λ) =
∑

1≤i1<i2<···<ij≤r

λi1 · · ·λij .

Também, pr(B) = σr(λ) = λ1 · · ·λr = det(B). Como já vimos na demonstração
do teorema da preparação de Weierstrass, esses polinômios podem ser espressados
algebricamente em termos dos polinômios

∑r
i=1 λ

j
i , para 1 ≤ j ≤ r. Por exemplo,

como vimos naquele caso,

p1(B) = σ1(λ) = tr(B),

p2(B) = σ2(λ) =
1

2
((λ1 + · · ·+ λr)

2 − (λ2
1 + . . .+ λ2

r)) =
1

2
(trB)2 − tr(B2)),

p3(B) = σ3(λ) =
1

6
((trB)3 − 3tr(B2)trB + 2tr(B3)).

Observamos que o teorema de Newton sobre geradores do espaço de polinômios
invariantes em r variáveis implica essas identidades para matrizes diagonalizáveis
B, mas pela densidade de matrizes diagonalizáveis em gl(r,C), essas expressões
valem para qualquer matriz complexa.

Corolário 6.10. Seja (E,∇) um fibrado vetorial complexa com uma conexão.
Então temos relações entre classes de cohomologia.

1. c1(E) =
[
i

2π tr(F∇)
]
∈ H2(M,C).

2.

c2(E) =

[
p2

(
i

2π
F∇
)]

,

=
1

2

[(
tr
i

2π
F∇
)2

− tr

(
(
i

2π
F∇)2

)]
,

=
1

2
c1(E)2 +

1

8π2

[
tr(F∇ ∧ F∇)

]
.
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O produto na última linha é o produto cup na álgebra de cohomologia que, em
cohomologia de De Rham, é determinado pelo produto exterior em formas.

A normalização por i
2π na definição das classes de Cherno é para garantir que

ck(E) ∈ H2k(M,Z), o pelo menos na imagem de H2k(M,Z) em H2k(M,C)
induzida pela inclusão de feixes Z ↪→ C.

Proposição 6.11. As classes de Chern satisfazem as propriedades seguintes.

1. (Naturalidade) Se E → N é um fibrado vetorial e f : M → N é uma
aplicação suave e f∗E →M o fibrado pull-back sobre M , então a classe
de Chern total satisfaz,

c(f∗E) = f∗c(E),

onde f∗ : H2∗(N,C) → H2∗(M,C) é o mapa induzido por pull-back de
formas.

2. (Fórmula de Whitney) Se E,F são fibrados vetoriais em M e E⊕F →M
é o fibrado soma direto, então

c(E ⊕ F ) = c(E) · c(F ),

onde · é o produto em cohomologia H2∗
dR(M,C) induzido pelo produto

exterior de formas.

3. (Normalização) A primeira classe de Chern do fibrado tautológico Λ→ P1

é

c1(Λ) = −
[

1

2π
ωFS

]
,

onde ωFS é a forma Hermitiana da métrica de Fubini-Study em Pn.

Demonstração. A prova da primeira afirmação é omitida (por enquanto)
porque não foi discutido o pull-back de conexões e curvatura, mas com isso a
demonstração é imediata.

A forma de Chern total de um fibrado com conexão (E,∇) é

c(E,∇) = det

(
I +

i

2π
F∇
)
,

e a classe de Chern total de E é a classe de cohomologia dessa forma. No fibrado
soma direto E ⊕ F , podemos considerar a conexão ∇E +∇F , cuja curvatura
satisfaz

I +
i

2π
F∇

E+∇F =

(
IE + i

2πF
∇E 0

0 IF + i
2πF

∇F

)
∈ E 2(End(E ⊕ F )).

O determinante decompõe-se

det

(
I +

i

2π
F∇

E+∇F
)

= det

(
IE +

i

2π
F∇

E

)
∧ det

(
IF +

i

2π
F∇

F

)
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como desejado. No fibrado tautológico Λ → P1, temos a conexão ∇ = πΛ ◦ d,
pois Λ ⊆ P1 × C2 é um sub-fibrado do fibrado trivial. Já vimos que a curvatura
é dada em U0 = P1 \ {[1; 0]} por F∇ = ∂̄∂ log(1 + |z|2). Logo,

c1(Λ) =

[
i

2π
F∇
]

=

[
−1

2π
i∂∂̄ log(1 + |z|2)

]
=
−1

2π
[ωFS ]

Esse último ponto pode ser desenvolvido mais. Já sabemos que H2(P1,Z) ∼= Z e
o isomorfismo (em cohomologia de De Rham) é dado por integração de 2-formas
fechadas em P1: ∫

P1

: H2(P1,C) −→ C,

[α] 7−→
∫
P1

α.

Temos c1(Λ) = [ i2πF
∇], e ∂̄∂ log(1 + |z|2) = 1

(1+|z|2)2 dz̄ ∧ dz = 2ir
(1+r2)2 dr ∧ dθ.

Logo,

i

2π

∫
P1

F∇ =
−1

π

∫ ∞
0

∫ 2π

0

r drdθ

(1 + r2)2
= −1.

Por isso, e por outros motivos vindo da geometria algébrica, escrevemos o fibrado
tautológico em Pn como Λ = OPn(−1). Já vimos que Pic(Pn) ∼= Z e Λ é o único
fibrado vetorial holomorfo L em Pn, ao menos isomorfismo, com c1(L)[P1] = −1.

Consideramos o fibrado dual Λ∗ ao fibrado tautológico. Uma conexão ∇Λ em Λ
induz uma conexão ∇Λ∗ em Λ∗. Se α ∈ E 0(Λ∗) e v ∈ E 0(Λ), α(v) ∈ C∞(Pn).
∇Λ∗ é definida por

(∇Λ∗α)(v) = d(α(v))− α(∇Λv).

Deixamos como um exerćıcio verificar que F∇
Λ∗

= −F∇Λ

, e então

c1(Λ∗) =

[
i

2π
F∇Λ∗

]
= −c1(Λ).

Assim, c1(Λ∗)[P1] = +1 e denotamos Λ∗ = OP1(1).

Para terminar esse caṕıtulo, estudamos em mais detalhe a variedade Pn e o
fibrado tangente V = TPn. Primeiro, por Pn ser uma variedade diferenciável de
dimensão real 2n, TPn é um fibrado vetorial real de posto 2n. Porém, o fibrado
de vetores complexos de tipo (1, 0)

T 1,0Pn = {X − iJX | X ∈ TPn}

é um fibrado vetorial complexo de posto n em Pn. Até esse ponto, já consideramos

1. o fibrado trivial Pn × Cn+1 → Pn;

2. o fibrado tautológico Λ→ Pn;

3. o fibrado produto tensorial Cn+1 ⊗ Λ∗ = Hom(Λ,Cn+1)→ Pn.
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Proposição 6.12. Existe um homomorfismo (holomorfo) de fibrados vetoriais
Ψ : Cn+1 ⊗ Λ∗ → T 1,0Pn tal que, para todo ξ ∈ Pn,

Ψξ : Cn+1 ⊗ Λ∗ξ −→ T 1,0
ξ Pn

é sobrejetiva.

Demonstração. Dado ξ ∈ Pn, um vetor X ∈ T 1,0
ξ Pn é dado ou por uma

mapa holomorfa γ : ∆ε ∈ Pn, com γ(0) = ξ, onde ∆ε = B(0, ε) ⊆ C, ou por
uma derivação X : C∞ξ → C em germes suaves em ξ tal que X · f = 0 se f é
anti-holomorfo em ξ. Para ξ ∈ Pn, seja v ∈ ξ um elemento daquela linha. Dado
φ ∈ (Cn+1 ⊗ Λ∗)ξ = Homξ,Cn+1) uma aplicação linear, definimos

γφ : ∆ε −→ Pn,
γφ(z) = [v + zφ(v)],

= a linha gerada por v + zφ(v),

= Im{I + zφ : ξ → Cn+1}.

Primeiro, observamos que isso é bem definido e independente do vetor v ∈ ξ.
Assim, o germe do mapa γφ determine um vetor tangente X em ξ. Como uma
derivação, X é dado por, para f ∈ C∞ξ ,

X · f =
∂

∂z

∣∣∣∣
z=0

f(γφ(z)).

Definimos Ψ(φ) = X. Mostramos que X é de tipo (1, 0) e que Φξ é sobrejetivo.
Em uma carta de coordenadas U0 = {ξ = [1 : w1 : · · · : wn]} ⊆ Pn, escrevemos
X em termos dos vetores ∂/∂wj . Pegamos ξ = [1 : w1 : · · · : wn] e v =
(1, w1, . . . , wn). Para φ : ξ → Cn+1, seja η = φ(v) = (η0, η1, . . . , ηn) ∈ Cn+1.
Então,

γφ(z) = [v + zφ(v)] = (1, w1, . . . , wn) + z(η0, . . . , ηn)],

= [1 + zη0 : w1 + zη1 : · · · : wn + zηn],

=

[
1 :

w1 + zη1

1 + zη0
: · · · : w

n + zηn

1 + zη0

]
.

Logo, usando a expressão X · f = ∂
∂z

∣∣
z=0

f(γφ(z)), vemos que

X = (η1 − wη0)
∂

∂w1
+ · · · (η1 − wnη0)

∂

∂wn
,

= Ψξ(φ) ∈ T 1,0
ξ Pn.

Variando os valores posśıveis de (η0, . . . , ηn) ∼ φ demonstra que Ψ é sobrejetiva.

Para determinar o núcleo de Ψ, primeiramente observamos que o fibrado tau-
tológico Λ é um sub-fibrado, de posto um, de Cn+1.

Proposição 6.13. ker Ψ = Λ⊗ Λ∗ ⊆ Cn+1 ⊗ Λ∗.

Além disso, lembramos que para qualquer fibrado de linha L, o produto L⊗ L∗
é trivial.
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Demonstração. Seja φ ∈ Cn+1 ⊗ Λ∗ξ tal que Ψ(φ) = 0. Usando a notação da

última demonstração, temos ξ = [1 : w], v = (1, w) e η = φ(v) ∈ Cn+1. Então,

Ψ(φ) = (η1 − w1η0)
∂

∂w
+ · · ·+ (ηn − wηn)

∂

∂wn
= 0

se e somente se todos os coeficientes são iguais a zero, o que é dizer que
η = (η0, η1, . . . , ηn) = η0(1, w1, . . . , wn) = η0.v ∈ ξ. Isso é dizer, se e so-
mente se φ : ξ → ξ, e φ ∈ Λξ ⊗ Λ∗ξ .

Logo, temos uma sequência exata curta de fibrados vetoriais

0 −→ C −→ Cn+1 ⊗ Λ∗ −→ T 1,0Pn −→ 0,

e isomorfismos de fibrados

Cn+1 ⊗ Λ∗ ∼= Λ∗ ⊕ Λ∗ ⊕ · · · ⊕ Λ∗,
∼= C⊕ E,

onde E = (C)⊥ é um sub-fibrado de Cn+1 ⊗ Λ∗, com um isomorfismo

Ψ : E −→ T 1,0Pn.

Próximo, a primeira classe de Λ∗ = OPn(1) já foi calculada como c1(Λ∗) =
[ 1
2πωFS ], o que denotaremos por α. A classe de Chern total é logo c(Λ∗) = 1 +α.

Pela Fórmula de Decomposição de Whitney, temos

c(Λ∗ ⊕ · · · ⊕ Λ∗) = c(Λ∗) · c(Λ∗ · · · · · c(Λ∗),
= (1 + α)n+1,

= c(C⊕ T 1,0Pn),

= c(C) · c(T 1,0Pn) = c(T 1,0Pn).

Isso é dizer que nós calculamos todas as classes de Chern do fibrado tangente de
Pn. Em particular, temos ck(T 1,0Pn) =

(
n+1
k

)
αk ∈ H2k(Pn) para k = 0, 1, . . . , n.
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7 Geometria Kähleriana

7.1 Propriedades Locais de Métricas Kählerianas

Como nas seções anteriores, supomos que M2n é uma variedade diferenciável
real de dimensão real 2n. Seja J ∈ Γ(End(TM)) um campo de endomorfismos
de TM que satisfaz J2 = −Id. Lembramos que uma métrica Riemanniana g é
Hermitiana se pseudo-

Hermitian?
g(Jv, Jw) = g(v, w)

para todo v, w ∈ TpM e todo p ∈ M . Nesse caso, o tensor ω definido por
ω(v, w) = g(Jv,w) é uma 2-forma anti-simétrica.

Proposição 7.1. A forma de volume Riemanniana da métrica g é dada por

dvolg =
ωn

n!
∈ E 2n(M).

Antes de demonstrar isso, observamos que para a forma de volume ser definida, é
necessário impor uma orientação na variedade. Mas, já vimos que uma estrutura
complexa numa variedade induz naturalmente uma orientação.

Demonstração. Em um ponto x ∈M , {e1, . . . , e2n} uma base ortonormal de
TxM tal que Je2j−1 = e2j e Je2j = −e2j−1 e seja {e1, . . . , e2n} a base dual de

T ∗xM . Então, verifique-se que, com respeito a essa base g =
∑2n
j=1 e

j ⊗ ej e

ω =
∑n
j=1 e

2j−1 ∧ e2j . Logo,

ωn =

(∑
i1

e2i1−1 ∧ e2i1

)
∧ · · · ∧

(∑
in

e2in−1 ∧ e2in

)
,

= n!e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ e2n.

Faremos agora um resumo rápido sobre a geometria Riemanniana. Uma conexão
∇ : E 0(TM)→ E 1(TM) no fibrado tangente TM é compativel com uma métrica
g se e somente se ∇g = 0, o que é dizer que para todo X,Y ∈ E 0(TM),

(∇g)(X,Y ) = d g(X,Y )− g(∇X,Y )− g(X,∇Y ) = 0.

A torção de uma conexão ∇ em TM é o tensor definido por

T∇(X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ].

∇ é livre de torção se T∇ ≡ 0 ∈ E 2(TM).

Teorema 7.2. Para toda métrica Riemanniana g em TM , existe uma única
conexão ∇ que é compat́ıvel com a métrica g e é livre de torção. Essa conexão é
chamada a conexão de Levi-Civita de g.

Em uma carta de coordenadas (xi), com referencial local {∂/∂xi} de TM ,
escrevemos

∇∂/∂xi
∂

∂xj
=

∑
k

Γkij
∂

∂xk
,

ou ∇ ∂

∂xi
=

∑
k

∂

∂xk
⊗

(∑
i

Γkijdx
i

)
,
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onde

Γkij =
1

2

∑
l

gkl
(
∂glj
∂xi

+
∂gli
∂xj
− ∂gij
∂xl

)
.

Aqui as funções gij são dadas por gij = g(∂/∂xi, ∂/∂xj) e (gij) = (gij)
−1 é a

matriz inversa.

Proposição 7.3. Seja M2n uma variedade suave de dimensão 2n, com estrutura
quase-complexa J ∈ E 0(End(TM)). Seja g uma métrica Hermitiana com respeito
a J e seja ω = g(J ·, ·) a forma anti-simétrica associada. Então, para todo
X,Y, Z ∈ Γ(TM), temos

dω(JX, Y, Z) + dω(X,JY, Z) = 2g(JY, (∇ZJ)X)− g(NJ(X,Y ), Z),

onde ∇ é a conexão de Levi-Civita da métrica g.
Nijenhuis
wasn’t de-
fined earlier

A demonstração é fácil, utilizando as definições e observações seguintes. Primeiro,
a conexão ∇, em endomorfismos, satisfaz

(∇ZJ)(X) = ∇Z(JX)− J(∇ZX).

Segundo, a derivada exterior dω é dada por

dω(X,Y, Z) = Xω(Y, Z)− Y ω(X,Z) + Zω(X,Y )

−ω([X,Y ], Z) + ω([X,Z], Y )− ω([Y,Z], X).

Finalmente, o tensor de Nijenhuis NJ é definido por

NJ(X,Y ) = [X,Y ] + J [JX, Y ] + J [X, JY ]− [JX, JY ].

Teorema 7.4. Seja J uma estrutura quase-complexa em M2n. Então, existe
um atlas de cartas A = {(Uα, ϕα)} tal que ϕα ◦ϕ−1

β é holomorfa e com estrutura
quase-complexa JA = J se e somente se NJ ≡ 0.

Esse resultado implica em particular que M admite a estrutura de uma variedade
complexa, com estrutura quase-complexa igual a J , se e somente se NJ = 0.

Definição 7.5. Uma métrica Hermitiana g numa variedade complexa é uma
métrica de Kähler se dω = 0. Uma variedade de Kähler é um triplo
(M,J, g), onde (M,J) é uma variedade complexa e g é uma métrica de Kähler
em M . Uma variedade complexa (M,J) é de tipo Kähler, se admite alguma
métrica de Kähler.

Corolário 7.6. 1. Se (M,J, g) é uma variedade de Kähler, então ∇J = 0,
onde ∇ é a conexão de Levi-Civita de g.

2. Se (M,J) é uma variedade quase-complexa e g é uma métrica Hermitiana
em M tal que ∇J = 0, então (M,J, g) é uma variedade de Kähler.

Demonstração: Para o primeiro item, segue da equação (2) que g((∇ZJ)(X), Y ) =
0 para todo X,Y, Z, e logo ∇J = 0. Para o segundo, uma conta, usando o
fato da conexão de Levi-Civita ser livre de torção, mostra que NJ = 0. Logo
dω(JX, Y, Z) + dω(X, JY, Z) = 0 para todos os campos X,Y e Z. Usando que
ω é Hermitiana, o resultado segue.

Seja ∇ uma conexão no fibrado tangente TM . Então, ∇ extende naturalmente
como uma conexão C-linear em TM ⊗ C.
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Proposição 7.7. Sejam (M,J, g) uma variedade de Kähler e ∇ a conexão de
Levi-Civita de g. Então se X = v − iJv ∈ E 0(T 1,0M) é um campo vetorial de
tipo (1, 0), então ∇X ∈ E 1(T 1,0M).

Isso é dizer que ∇ é uma conexão no sub-fibrado T 1,0M ⊆ TM ⊗ C. O mesmo
resultado vale para o sub-fibrado T 0,1M .

Demonstração: Temos

J∇X = ∇(JX) = ∇(iX) = i∇X,

e logo ∇X ∈ E 1(T 1,0M).

O fibrado T 1,0M admite a métrica Hermitiana (sesqui-linear)

h(X,Y ) = g(X,Y ).

Afirmamos as propriedades imediatas :

1. ∇(Y ) = ∇Y .

2. ∇ é compativel com h.

Então nos chega uma pergunta quase óbvia. Será que existe uma relação entre a
conexão de Levi-Civita, considerada no fibrado T 1,0M , e a conexão de Chern,
que é definida em qualquer fibrado holomorfo Hermitiano. Veremos no seguinte
que são iguais.

Escrevemos a métrica localmente como

g =
∑
αβ

gαβ̄
(
dzα ⊗ dz̄β + dz̄β ⊗ dzα

)
,

e verificamos que a forma de Kähler é dada por

ω = i
∑
αβ

gαβ̄dz
α ∧ dz̄β .

Lema 7.8. Se a métrica g é de Kähler, então em qualquer sistema de coordenadas
holomorfas,

∂gαβ̄
∂zγ

=
∂gγβ̄
∂zα

,

e
∂gαβ̄
∂z̄γ

=
∂gαγ̄
∂z̄β

,

para todo α, β, γ = 1, . . . , n.

Demonstração: A condição dω = 0 implica que ∂ω = 0 = ∂̄ω = 0. Logo,
temos

∂ω = i
∑
αβγ

∂gαβ̄
∂zγ

dzγ ∧ dzα ∧ dz̄β ,

0 = i
∑
β

∑
γ<α

(
∂gαβ̄
∂zγ

−
∂gγβ̄
∂zα

)
dzγ ∧ dzα ∧ dz̄β .
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As formas {dzγ ∧ dzα ∧ dz̄β}, para γ < α, são linearmente independentes, então

concluimos que
∂gαβ̄
∂zγ =

∂gγβ̄
∂zα .

Consideramos a conexão de Levi-Civita em mais detalhe. Primeiro, lembramos
que os campos locais ∂/∂zα são de tipo (1, 0) e os campos ∂/∂z̄β tem tipo (0, 1).
Então escrevemos

∇ ∂
∂zα

∂

∂zβ
=
∑
γ

Γγαβ
∂

∂zγ
+
∑
γ

Γγ̄αβ
∂

∂z̄γ
.

Porém, pela observação acima ∇∂/∂zα∂/∂zβ deve ser de tipo (1, 0), então todos

os coeficientes Γγ̄αβ = 0. Pelo mesmo argumento, vemos que Γγ̄ᾱβ = Γγ
αβ̄

= 0

e pela simetria da conexão de Levi-Civita, Γγᾱβ = Γγβᾱ = 0 e Γγ̄
αβ̄

= Γγ̄
β̄α

= 0.

Concluimos que os simbolos de Christoffel podem ser não-nulos apenas quando
todos as entradas tem, ou todos não tem, bares.

Seja X um campo vetorial suave complexo de tipo (1, 0), localmente dado por
X =

∑
β X

β∂/∂zβ . Então,

∇X = dXβ ⊗ ∂

∂zβ
+Xβ∇

(
∂

∂zβ

)
,

=
∂

∂zγ
⊗
(
∂Xγ + (Γγαβdz

α)Xβ
)

+
∂

∂zγ
⊗ ∂̄Xγ .

O primeiro termo, como uma forma com valores em T 1,0M , é de tipo (1, 0),
enquanto o segundo termo tem tipo (0, 1). Concluimos então que ∇0,1X = ∂̄X,
onde agora ∂̄ é o operador definido em seções suaves do fibrado holomorfo T 1,0M ,
e ∇0,1 = ∂̄. A conexão de Levi-Civita é compativel com a métrica h, então
verificamos que no fibrado tangente holomorfo de uma variedade de Kähler, a
conexão de Levi-Civita coincide com a conexão de Chern. Em particular, pela
Lema 7.8,

Γγαβ =
1

2
gγσ̄

(
∂gσ̄α
∂zβ

+
∂gσ̄β
∂zα

− ∂gαβ
∂z̄σ

)
= gγσ̄

(
∂

∂zα
gβσ̄

)
,

θγβ =
∑
α

Γγαβdz
α = gγσ̄

(
∂

∂zα
gβσ̄

)
dzα = h−1∂h,

o que pode ser comparado com a expressão local para a conexão de Chern. Em
particular, escrita assim fica muito mais simples do que a expressão para os
śımbolos de Christoffel para uma métrica Riemanniana real.

Proposição 7.9. Seja (M,J, g) uma variedade de Kähler, com forma de Kähler
ω. Então, para todo x ∈M , existe um sistema de coordenadas ϕ = (z1, . . . , zn),
com ϕ(x) = 0 ∈ Cn tal que

ω = i
∑
αβ

(
δαβ̄ +O(|z|2)

)
dzα ∧ dz̄β .

Isso é dizer que ω = i
∑
αβ gαβ̄dz

α ∧ dz̄β , onde

1. gαβ̄(0) = δαβ̄ , e {∂/∂zα} forma uma base unitária no ponto x,
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2.
∂gαβ̄
∂zγ (0) = 0 para todo α, β, γ, que é dizer que as expansões de Taylor em
x dos coeficientes nessas coordenadas não tem termos lineares.

Demonstração: Seja w = (wα) um sistema de coordenadas tal que o ponto x
corresponde com 0 ∈ B(0, ε) e tal que g(∂/∂wα, ∂/∂w̄β) = δαβ̄ . Então

ω = i
∑
αβ

hαβ̄dw
α ∧ dw̄β ,

= i
∑
αβ

(
δαβ̄ + aαβ̄γw

γ + aαβ̄γ̄w̄
γ +O(|w|2)

)
dwα ∧ dw̄β ,

para aαβ̄γ , etc, números complexos constantes. Então, por ω ser uma forma

Hermitiana, temos hαβ̄ = hβᾱ, e logo (1) aαβ̄γ = aβᾱγ̄ e pela condição de Kähler
∂hαβ̄/∂w

γ = ∂hγβ̄/∂w
α, temos (2) aαβ̄γ = aγβ̄α. Considere o mapa quadrático

B(0, ε) −→ B(0, ε′),

wα = zα − 1

2

∑
βγ

bαβγz
βzγ ,

para algumas constantes bαβγ ∈ C a serem determinadas, com bαβγ = bαγβ . Por
essa simetria, a derivada simplifica como

dwα = dzα − bαβγzβdzγ ,

e

ω = i
[
δαβ̄ + aαβ̄γz

γ + aαβ̄γ̄ z̄
γ +O(|z|2)

]
(dzα − bαδγzδdzγ) ∧ (dz̄β − bβδγ z̄δdz̄γ),

= i
[
δαβ̄ + aαβ̄γz

γ + aαβ̄γ̄ z̄
γ − bβγαzγ − bαγβ z̄γ +O(|z|2)

]
dzα ∧ dz̄β .

Seja bβγα = aαβ̄γ . Então condição (2) implica que bβγα = bβαγ , como desejado,

e condição (1) nos dá que bαγβ = aβᾱγ = aαβ̄γ̄ , para que

ω = i
∑
αβ

(
δαβ̄ +O(|z|2)

)
dzα ∧ dz̄β ,

como requisitado.

Agora mudamos a nossa atenção para questões da curvatura Riemanniana,
no contexto de métricas Kählerianas. O tensor de curvatura Riemanniana
R ∈ E 2(End(T )) é dado por

RXY Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

Por se definida no fibrado tangente e por ser livre de torção, a curvatura
Riemanniana admite mais simetrias que o tensor de curvatura de outras conexões.
Por exemplo, temos

1. 〈RXY Z,W 〉 = −〈RY XZ,W 〉 = −〈RXYW,Z〉,

2. 〈RXY Z,W 〉 = 〈RZWX,Y 〉,

3. RXY Z +RY ZX +RZXY = 0
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em cada ponto p ∈ M e para X,Y, Z,W ∈ TpM . Escrevendo R para o (4, 0)-
tensor

R(X,Y, Z,W ) = 〈RXY Z,W 〉,

a condição (1) implica que R ∈ Λ2 ⊗ Λ2. Condição (2) quer dizer que R ∈
Sym2(Λ2) ⊆ Λ2 ⊗ Λ2, enquanto ponto (3), chamada a primeira identidade de
Bianchi, implica que R ⊆ ker(β) para uma aplicação linear

β : Sym2(Λ2) −→ T ∗ ⊗ T ∗ ⊗ T ∗ ⊗ T ∗,
β(S)(X,Y, Z,W ) = S(X,Y, Z,W ) + S(Y,Z,X,W ) + S(Z,X, Y,W ).

Exerćıcio:

1. Mostra que β toma valores no subespaço Λ4 ⊆ T ∗ ⊗ T ∗ ⊗ T ∗ ⊗ T ∗.

2. Mostra que, au menos um fator constante, a aplicação β é igual ao produto
exterior Λ2 ◦ Λ2 → Λ4. Mostra que β é sobrejetiva sobre Λ4.

Seja (M,J, g) uma variedade de Kähler. Já vimos que em T 1,0M , a conexão
de Levi-Civita coincide com a conexão de Chern. Também, sabemos que a
curvatura da conexão de Chern é de tipo (1, 1), então R ∈ E 1,1(End(T 1,0M)).
Então R ∈ Sym2(Λ1,1) e portanto

R ∈ ker{β : Λ1,1 ◦ Λ1,1 → Λ2,2}.

Para ilustrar o mesmo fato, lembramos que ∇(JX) = J∇X, então RXY JZ =
JRXY Z e

〈RJX,JY Z,W 〉 = 〈RZWJX, JY 〉,
= 〈JRZWX, JY 〉,
= 〈RZWX,Y 〉,
= 〈RXY Z,W 〉.

Em coordenadas locais (zα), temos

R ∂
∂zα ,

∂

∂z̄β

∂

∂zγ
=

∑
δ

Rδγ αβ̄

∂

∂zδ
,

= ∇∂zα∇∂z̄β ∂zγ −∇∂z̄β∇∂zα∂zγ ,

= −∇∂
z̄β

(Γδαγ
∂

∂zδ
),

= −
(

∂

∂z̄β
Γδαγ

)
∂

∂zδ
.

Assim temos uma expressão expĺıcita para a curvatura Riemanniana em coorde-
nadas holomorfas

Rδγ αβ̄ = − ∂

∂z̄β

(
gδσ̄

∂gγσ̄
∂zα

)
.

Isso pode ser comparado com a expressão Θ = ∂̄θ que obtivemos para a curvatura
da conexão de Chern num fibrado holomorfo Hermitiano.
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Em uma variedade Riemanniana (M, g), para X,Y ∈ TxM , consideramos a
aplicação

R·XY : TxM −→ TxM,

Z 7−→ RZXY.

Definição 7.10. O tensor de Ricci de uma variedade Riemanniana (M, g) é o
campo de formas bilineares simétricas definido por

Ric(X,Y ) = tr{Z 7→ RZXY }.

Se {ei} é uma base ortonormal de TxM , a curvatura de Ricci é dada por

Ric(X,Y ) =

n∑
i=1

〈Rei,XY, ei〉.

Em particular, e como mencionado acima, Ric(X,Y ) = Ric(Y,X).

Seja (M,J, g) uma variedade de Kähler de dimensão complexa n. Em x ∈ M ,
seja {e1, . . . , en, Je1, . . . , Jen} uma base ortonormal de TxM . Então

Ric(X,Y ) =
∑
i

〈Rei,XY, ei〉+
∑
i

〈RJei,XY, Jei〉.

Essa expressão pode ser simplificada. Consideramos o segundo termo

〈RJei,XY, Jei〉 = −〈JRJei,XY, ei〉 = −〈RJei,XJY, ei〉,
= 〈RX,JY Jei, ei〉+ 〈RJY,JeiX, ei〉,
= 〈RX,JY Jei, ei〉 − 〈Rei,YX, ei〉,
= 〈RX,JY Jei, ei〉 − 〈Rei,XY, ei〉,

e logo,

Ric(X,Y ) =
∑
i

〈RX,JY Jei, ei〉.

Corolário 7.11. Ric(JX, JY ) = Ric(X,Y ).

A demonstração é imediata.

Por causa desse lema, podemos considerar a curvatura de Ricci como uma forma
diferencial.

Definição 7.12. A forma de Ricci ρ é definida por

ρ(X,Y ) = Ric(JX, Y ) =
∑
i

〈RJX,JY Jei, ei〉 =
∑
i

〈RX,Y Jei, ei〉.

Em particular, observamos que ρ ∈ E 1,1(M) é uma 2-forma diferencial, de
tipo (1, 1). Para melhor entender a forma ρ, considere o fibrado anti-canônico
K−1
M = ΛnT 1,0M , isso sendo o maior produto exterior do fibrado tangente
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holomorfo. K−1
M é um fibrado de linha holomorfo, e uma seção holomorfo local é

dado por

Φ =
∂

∂z1
∧ · · · ∧ ∂

∂zn
.

Ao invés de φ, vamos considerar um referencial unitário. Seja {e1, . . . , en, Je1, . . . , Jen}
um referencial ortonormal de TM , adaptado à estrutura complexa J . Consider-
amos {ε1, . . . , εn} um referencial de T 1,0M , onde εj = ej − iJej . Logo,

h(εj , εk) = g(εj , εk) =

{
0 se j 6= k,

2 se j = k.

Então, Ψ = ε1 ∧ · · · ∧ εn é uma suave seção local não-nula de K−1
M . Calculamos

∇Y∇X(ε1 ∧ · · · ∧ εn) =
∑
j

∇Y (ε1 ∧ · · · ∧ ∇Xεj ∧ · · · ∧ εn),

=
∑
k<j

ε1 ∧ · · · ∧ ∇Y εk ∧ · · · ∧ ∇Xεj ∧ · · · ∧ εn

+
∑
j

ε1 ∧ · · · ∧ ∇Y∇Xεj ∧ · · · ∧ εn

+
∑
j<k

ε1 ∧ · · · ∧ ∇Xεj ∧ · · · ∧ ∇Y εk ∧ · · · ∧ εn,

e nós concluimos que

(∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ])Ψ =
∑
j

ε1 ∧ · · · ∧RXY εj ∧ · · · ∧ εn,

=
∑
j

εj ∧ · · · ∧ 〈RXY εj ,
1√
2
εj〉

1√
2
εj ∧ · · · ∧ εn,

=
1

2

∑
j

〈RXY εj , εj〉Ψ.

A curvatura da conexão induzida em K−1
M pela conexão de Levi-Civita é a

2-forma escalar dada por

RK
−1

XY =
1

2

∑
j

〈RXY (e− iJej), ej + iJej〉,

= −i
∑
j

〈RXY Jej , ej〉,

= −iρ(X,Y ).

Proposição 7.13. ρ = iRK
−1

.

Corolário 7.14. dρ = 0.

Demonstração: Isso vale porque a curvatura de uma conexão num fibrado de
linhas é sempre fechado. Isso também pode ser visto usando a segunda identidade
de Bianchi no tensor de curvatura Riemanniana.
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Corolário 7.15. Para qualquer métrica de Kähler g na variedade complexa
(M,J), a forma de Ricci ρg sempre representa a mesma classe de cohomologia
de De Rham : [

1

2π
ρg

]
=

[
i

2π
RK

−1

g

]
= c1(K−1).

Corolário 7.16. [
1

2π
ρ

]
∈ H2(M,Z) ⊆ H2(M,R).

Esse resultado sai porque as classes de Chern de qualquer fibrado vetorial são
sempre integrais.

Corolário 7.17.

c1(T 1,0M) = c1(K−1
M ) =

[
1

2π
ρ

]
.

Demonstração: A primeira classe de Chern de T 1,0M é a classe de i
2π tr(R),

para R a curvatura de qualquer conexão em T 1,0M . Em particular, para R a
curvatura Riemanniana de uma métrica de Kähler,

tr(RXY ) =
∑
j

〈RXY (
1√
2
εj ,

1√
2
εj〉 = −i

∑
j

〈RXY Jej , ej〉 = −iρ(X,Y ).

Proposição 7.18. Em coordenadas locais (zα), a forma de Ricci é dada por

ρ = i∂̄∂ log(det(gαβ̄)).

deveria in-
cluir a prova
disso

Terminamos essa seção com o cálculo da curvatura de Ricci da métrica de
Fubini-Study no espaço projetivo complexo. Lembramos a expressão de ωFS em
cordenadas no conjunto U0 ⊆ Pn,

ωFS = i∂∂̄ log(1 + |z|2),

= i

[∑
α dz

α ∧ dz̄α

1 + |z|2
−

(
∑
α z̄

αdzα) ∧ (
∑
β z

βdz̄β)

(1 + |z|2)2

]
,

=
i

1 + |z|2
∑
αβ

[
δαβ̄ −

z̄αzβ

1 + |z|2

]
dzα ∧ dz̄β .

Observamos por curiosidade que nesse sistema de coordenadas a métrica oscula a
segunda ordem à métrica Euclideana na origem z = 0. Os coeficientes da métrica
são então gαβ̄ = (1 + |z|2)−1(δαβ̄ − (1 + |z|2)−1zαz̄β) = (1 + |z|2)−1(I + A), e
logo det(gαβ̄) = (1 + |z|2)−n det(I +A). Observamos que a matriz

(Aαβ̄) =

(
−zαz̄β

1 + |z|2

)
é de posto 1, e tem autovalores λ1 = −|z|2

1+|z|2 , λ2 = · · · = λn = 0. Logo, I + A

tem autovalores λ′1 = 1
1+|z|2 , λ′2 = · · · = λ′n = 1 e nós temos det(gαβ̄) =
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(1 + |z|2)−(n+1). Portanto,

ρωFS = i∂̄∂ log det(gαβ̄),

= (n+ 1)i∂∂̄ log(1 + |z|2),

ρωFS = (n+ 1)ωFS .

Isso é dizer que RicgFS = (n + 1)gFS e que a métrica de Fubini-Study é uma
métrica de Einstein.

7.2 A Decomposição de Hodge

Primeiro, voltamos a lembrar alguns fatos importantes da geometria Riemanniana.
Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensão real n. A métrica g define
uma isomorfismo

γ : TxM −→ T ∗xM,

v 7−→ g(v, ·).

Em coordenadas, se v =
∑
i v
i∂/∂xi, temos γ(v) =

∑
ij v

igijdx
j . Isso induz um

produto interior em T ∗M por 〈α, β〉 = g(γ−1(α), γ−1(β)). Equivalentemente,
temos 〈α, β〉 =

∑
i α(ei)β(ei), onde {ei} é uma base ortonormal de TxM . Em

coordenadas, se α =
∑
i αidx

i e β =
∑
j βjdx

j , então 〈α, β〉 =
∑
ij g

ijαiβj . Um

produto interior é induzido no fibrado exterior ΛjT ∗M por, para Φ = α1∧· · ·∧αk
e Ψ = β1 ∧ · · · ∧ βk,

〈Φ,Ψ〉 = det(〈αi, βj〉).

Se {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de TxM , a base dual {e1, . . . , en} é uma
base ortonormal de T ∗xM e {ei1 ∧ · · · ∧ eek}, para 1 ≤ i1 < · · · ik ≤ n é uma base
ortonormal de ΛkT ∗xM . Se M é orientada, existe uma forma de volume

Ω = dvolg = e1 ∧ · · · en ∈ E n(M),

onde {ei} é uma base ortonormal compat́ıvel com a orientação. Essa expressão é
independente da escolha de base ortonormal orientada. A forma dvolg anula-se
em ponto nenhum e se g =

∑
ij gijdx

i ⊗ dxj em coordenadas orientadas

dvolg =
√

det(gij)dx
1 ∧ · · · ∧ dxn.

Para k ≥ 0, temos o produto exterior e um produto escalar :

(1) Λkx × Λn−kx −→ Λnx ,

α , β 7−→ α ∧ β,
(2) Λkx × Λkx −→ Λnx ,

α , σ 7−→ 〈α, σ〉dvolg

Notamos que o co-domı́nio dos produtos é em cada caso um espaço vetorial
de dimensão 1. Ambos os produtos são não-degenerados no sentido que, para
o produto (1), para qualquer α ∈ Λkx, existe algum β ∈ Λn−kx tal que α ∧
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β 6= 0. Logo, temos injeções (que por causa da igualdade das dimensões, são
isomorfismos)

Λn−kx
∼−→ (Λkx)∗ ⊗ Λnx ,

Λkx
∼−→ (Λkx)∗ ⊗ Λnx .

Concluimos que a métrica e a orientação em M determinam uma aplicação, que
chamamos a estrela de Hodge, ∗ : Λkx → Λn−kx determinado para a propriedade
que

α ∧ ∗β = 〈α, β〉dvolg

para cada par de k-covetores α, β ∈ Λkx.

Exerćıcios:

1. Demonstre que ∗2 = (−1)k(n−k) : Λkx → Λkx.

2. Seja {ei} uma base ortonormal orientada de TxM e {ei} a base dual de
Λ1
x = T ∗xM . Demonstre que

∗(ei1 ∧ · · · ∧ eik) = ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k ,

onde (i1, . . . , ik, j1, . . . , jn−k) é uma permutação par de (1, 2, . . . , n).

3. Demonstre que 〈∗α, ∗β〉 = 〈α, β〉 para α, β ∈ Λkx.

4. Se v ∈ TM e v[ = γ(v) ∈ Λ1
x, então para α ∈ Λkx, demonstre que

∗(v[ ∧ α) = XXXiv(∗α) ∈ Λn−k−1
x ,

onde iv : Λlx → Λl−1
x é a contração definida por ivβ = β(v, ·, · · · , ·).

Agora, seja (M,J, g) uma variedade complexa de dimensão n, com uma métrica
Hermitiana (não necessariamente de Kähler). Do mesmo modo, estendemos g
para formas complexas. Para α, β ∈ Λ1

x,C, definimos

g(α, β) =
∑
j

α(ej)β(ej)

onde {ej} é uma base ortonormal do espaço tangente real TxM . Verificamos
que Λ1,0 e Λ0,1 são sub-espaços isotrópicos e, para α =

∑
i αidz

i ∈ Λ1,0 e

β =
∑
j βjdz̄

j ∈ Λ0,1, temos g(α, β) =
∑
ij αiβjg

ij̄ .

O produto escalar é estendido para formas de grau mais alto por, para Φ =
α1 ∧ · · · ∧ αk e Ψ = β1 ∧ · · · ∧ βk,

g(Φ,Ψ) = det(g(αi, βj)).

Nesse caso, se Ψ ∈ Λp,k−p e Ψ ∈ Λq,k−q são k-formas puramente de certos tipos,
g(Φ,Ψ) = 0 a não ser que q = k − p. Notamos que com essa definição, g é
bilinear sobre C. Então definimos a forma sesquilinear

〈Φ,Ψ〉 = g(Φ,Ψ),
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para Φ,Ψ ∈ Λp,k−p. A estrela de Hodge pode ser endendida nesse contexto pelos
produtos

Λp,q × Λn−p,n−q −→ Λn,n,

α , β 7−→ α ∧ β,
Λp,q × Λp,q −→ Λn,n,

α , σ 7−→ 〈α, σ〉ω
n

n!
.

De novo, esses produtos são não-degenerados, então induzem uma aplicação,
a extensão da estrela de Hodge para formas complexas, ∗ : Λp,q → Λn−p,n−q

determinada pela condição

α ∧ ∗β = 〈α, β〉ω
n

n!

para todo α, β ∈ Λp,q. Um ponto novo comparado com o caso Riemanniano é
que a estrela de Hodge é conjugado linear, ∗(λα) = λ̄ ∗ α, para λ ∈ C, pois o
produto escalar é sesquilinear enquanto o produto exterior é bilinear sobre C.

Se {e1, . . . , en, en+1 = Je1, . . . , e2n = Jen} é uma base ortonormal de TxM , seja
{e1, . . . , e2n} a base dual de Λ1

x. Então {εj = 1
2 (ej−iJej)} é uma base de T 1,0

x M

e {ϕj = ej + iej+n}, é a base dual de Λ1,0
x . Observamos que |ϕj | =

√
2. Então

Λp,q é gerado por (p, q)-covetores simples

ϕIJ = 2−(p+q)/2ϕi1 ∧ · · · ∧ ϕip ∧ ϕ̄j1 ∧ · · · ∧ ϕ̄jq

para 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n e 1 ≤ j1 < · · · < jp. Então verifica-se que

∗(ϕIJ) = in
2

εIJ2−(2n−p−q)/2ϕi
′
1 ∧ · · · ∧ ϕi

′
n−p ∧ ϕ̄j

′
1 ∧ · · · ∧ ϕ̄j

′
n−q ,

onde I ′ = {1, . . . , n}\ I e J ′ = {1, . . . , n}\J e εIJ = ±1 é o sinal da permutação
em 2n letras de (I, J, I ′, J ′) para (1, . . . , n, 1′, . . . , n′). Também, observa-se que
∗2 = (−1)p+q em Λp,q.

Agora supomos que a variedade complexa M é compacta. Para cada valor de
(p, q), obtemos um produto interior no espaço E p,q(M) de (p, q)-formas em M ,
dado por

(α, β) =

∫
M

〈α, β〉dvolg.

A norma em E p,q(M) associada a esse produto é dado por

‖α‖ =

(∫
M

α ∧ ∗α
)1/2

.

Consideramos o operador

∂̄ : E p,q(M) −→ E p,q+1(M),

e desejamos um operador adjunto formal

∂̄∗ : E p,q+1(M) −→ E p,q(M)
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definido pela condição de que (∂̄α, β) = (α, ∂̄∗β) para todo α ∈ E p,q(M) e
β ∈ E p,q+1(M). O termo de esquerda é dado por (∂̄α, β) =

∫
M
∂̄α ∧ ∗β, onde

∂̄(α ∧ ∗β) = ∂̄α ∧ ∗β + (−1)p+qα ∧ ∂̄(∗β),

= ∂̄α ∧ ∗β + α ∧ ∗ ∗ ∂̄(∗β).

Observamos que, por causa dos tipos de α e β, ∂̄(α ∧ ∗β) = d(α ∧ ∗β), então
pelo Teorema de Stokes,∫

M

(∂̄α) ∧ ∗β =

∫
M

α ∧ ∗(− ∗ ∂̄ ∗ β),

ou, (∂̄α, β) = (α, ∂̄∗β)

se ∂̄∗ é definido por

∂̄∗ = − ∗ ∂̄∗ : E p,q+1(M) −→ E p,q(M).

Proposição 7.19. Se ψ ∈ E p,q(M) é uma (p, q)-forma ∂̄-fechada, então ψ é
ortogonal à imagem do operador ∂̄∗.

Demonstração: Se ∂̄ψ = 0, temos

(ψ, ∂̄∗σ) = (∂̄ψ, σ) = 0.

Então ψ é ortogonal ao subespaço ∂̄∗E p,q+1(M) ⊆ E p,q(M).

Aplicaremos essas consideramos para melhor entender a cohomologia de Dol-
beault. O grupo de cohomologia de Dolbeault de M , em bi-grau (p, q) é o espaço
vetorial definido por

Hp,q

∂̄
(M) =

ker{∂̄ : E p,q(M)→ E p,q+1(M)}
Im{∂̄ : E p,q−1(M)→ E p,q(M)}

Uma classe de cohomologia α = [ψ] ∈ Hp,q

∂̄
(M) é um sub-espaço afim

α = [ψ] = {ψ + ∂̄β ; β ∈ E p,q−1(M)} ⊆ ker(∂̄) ⊆ E p,q(M).

Um elemento ψ ∈ α é de comprimento mı́nimo entre as formas em α se para
todo β e todo t ∈ R,

‖ψ‖2 ≤ ‖ψ + t∂̄β‖2 = ‖ψ‖2 + t((ψ, ∂̄β) + (∂̄β, ψ)) + t2‖∂̄β‖2.

A expressão a direita admite um mı́nimo local em t = 0 se o termo linear
Re(ψ, ∂̄β) = 0. Mas pedimos isso para todo β ∈ E p,q−1(M), então ψ é um
elemento de comprimento mı́nimo se

(ψ, ∂̄β) = (∂̄∗ψ, β) = 0

para todo β ∈ E p,q−1(M), o que é equivalente a ∂̄∗ψ = 0. Estudaremos soluções
simultâneas das equações ∂̄ψ = 0 e ∂̄∗ψ = 0.

Definição 7.20. Seja ∆∂̄ o operador diferencial

∆∂̄ = ∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄ : E p,q(M) −→ E p,q(M).

∆∂̄ é chamado o operador ∂̄-Laplaciano em M da métrica Hermitiana g.
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Proposição 7.21. Para ψ ∈ E p,q(M), ∆∂̄ψ = 0 se e somente se ∂̄ψ = 0 e
∂̄∗ψ = 0.

Demonstração: Uma das implicações é óbvia. A outra segue da conta

(∆∂̄ψ,ψ) = (∂̄∗∂̄ψ, ψ) + (∂̄∂̄∗ψ,ψ) = ‖∂̄ψ‖2 + ‖∂̄∗ψ‖2.

Logo se ∆∂̄ψ = 0, necessariamente nós temos ∂̄ψ = ∂̄∗ψ = 0.

Exemplo: No caso n = 1, temos que M é uma superf́ıcie de Riemann. Seja g
uma métrica Hermitiana. Então temos operadores

E 0(M) E 0,1(M)∂̄

∂̄∗

Para f ∈ E 0(M) e α′ ∈ E 0,1(M), supomos que f tem suporte contido numa
carta de (U, z) de coordenadas , tal que em U , α′ = αdz̄, para α ∈ E 0(U). Então
a métrica é dada por g = eϕ|dz|2 e a forma de volume é dvolg = ω = eϕ i2dz ∧ dz̄,
para alguma função ϕ ∈ E 0(U,R). Então,∫

M

〈∂̄∗α′, f〉dvolg =

∫
M

〈α′, ∂̄f〉dvolg,

=
i

2

∫
M

〈αdz̄, ∂f
∂z̄
dz̄〉eϕdz ∧ dz̄,

=
i

2

∫
M

α
∂f

∂z̄
〈dz̄, dz̄〉eϕdz ∧ dz̄,

=
i

2

∫
M

α
∂f̄

∂z
dz ∧ dz̄,

= − i
2

∫
M

∂α

∂z
f̄e−ϕ eϕdz ∧ dz̄,

=

∫
M

〈−e−ϕ ∂α
∂z
, f〉dvolg.

Na terceira para a quarta equação, usamos que 〈dz̄, dz̄〉 = e−ϕ e na próxima
igualdade usamos o teorema de Stokes no domı́nio U . Concluimos que o operadora
∂̄∗ : E 0,1(M)→ E 0(M) é localmente dado por ∂̄∗(αdz̄)−e−ϕ ∂α∂z . O ∂̄-Laplaciano
nesse caso é então localmente dado por

∆∂̄f = ∂̄∗∂̄f,

= ∂̄∗
(
∂f

∂z̄
dz̄

)
,

= −e−ϕ ∂2f

∂z∂z̄
.

para variedades de dimensão n ≥ 2, a expressão fica mais complicada.

Definição 7.22. Uma forma α ∈ E p,q(M) é ∂̄-harmônica se ∆∂̄α = 0. Deno-
tamos por Hp,q = ker ∆∂̄ ⊆ E p,q(M) o espaço de (p, q)-formas harmônicas.
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Observamos que

(∆∂̄σ, β) = (σ,∆∂̄β).

Isso implica que se γ = ∆∂̄σ, então γ é ortogonal, no produto escalar definido
acima, ao espaço Hp,q, pois se ∆∂̄β = 0,

(γ, β) = (∆∂̄σ, β) = (σ,∆∂̄β) = 0.

Queremos entender a imagem de ∆δ. Nós fazemos uma afirmação muito rela-
cionada : em toda classe de cohomologia de Dolbeault α, existe um único
representante harmônico. Isso é, existe um único elemento ψ ∈ α tal que ∂̄ψ = 0
e também ∂̄∗ψ = 0.

Teorema 7.23. (A Decomposição de Hodge) Seja M,J, g) uma variedade com-
plexa compacta Hermitiana.

1. O espaço vetorial

Hp,q = ker{∆∂̄ : E p,q(M)→ E p,q(M)}

é de dimensão finita.

2. A projeção ortogonal

πH : E p,q(M) −→ Hp,q

é bem definida por

πH(ψ) =
∑
i

(ψ, εi)εi,

onde {εi} é uma base unitária de Hp,q.

3. Além disso, existe um operador (único), simétrico com respeito ao produto
escalar em E p,q(M),

G : E p,q(M) −→ E p,q(M)

tal que

• G(Hp,q) = 0,

• IdE p,q = πH + ∆∂̄G.

Em particular, restrito ao subespaço (Hp,q)⊥ ⊆ E p,q(M), onde πH se anula, G
age como um inverso ao operador de Laplace. Para toda ψ ∈ E p,q(M), a direita?

ψ = πH(ψ) + ∂̄(∂̄∗Gψ) + ∂̄∗(∂̄Gψ).

Observamos que os três termos na soma a direita são mutuamente ortogonais,
então nós temos uma decomposição ortogonal em soma direita

E p,q(M) = Hp,q ⊕ Im(∆∂̄) = Hp,q ⊕ ∂̄E p,q−1(M)⊕ ∂̄∗E p,q+1(M).

Assim, temos um critério algébrico para poder encontrar soluções da equação de
Poisson nesse contexto.
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Proposição 7.24. Dado η ∈ E p,q(M), existe uma solução ϕ ∈ E p,q(M) a
η = ∆∂̄ϕ se e somente se η ⊥ Hp,q, o que é dizer (η, ψ) = 0 para todo ψ ∈ Hp,q.

Demonstração: Isso é imediato da primeira decomposição na equação 2.

Em particular, se η ⊥ Hp,q, ϕ = G(η) é a única forma que satisfaz as duas
condições

• ∆∂̄ϕ = η,

• ϕ ⊥ Hp,q.

7.3 Esboço da Demonstração do Teorema de Decomposição
de Hodge

Essa seção será substituida em alguma versão mais completa dessas notas.
Descrevemos rapidamente a demonstração do teorema de decomposição de
Hodge, seguindo o argumento apresentado em Griffiths e Harris. Os resultados
básicos sobre análise em variedades são :

• o mergulho de Sobolev;

• o lema de Rellich.

Mais especificamente, usaremos :

• a desigualdade de G̊arding (uma estimativa eĺıptica);

• o teorema espectral para operadores compactos.

Denote por ∇ uma conexão fixada em Λp,q. Para α ∈ E p,q(M) seja

‖α‖2k =

k∑
j=0

∫
M

|∇jα|2dvolg.

Seja W k,2(Λp,qM ) o fecho de E p,q(M) na topologia induzida pela norma ‖ · ‖k.
Lembramos dois resultados fundamentais.

Teorema 7.25. (Teorema de Mergulho de Sobolev) Se k > n = dimCM , e
k − n ≥ s, então

W k,2(Λp,q) ⊆ Cs(Λp,q),

onde aqui Cs(Λp,q) é o conjunto de seções diferenciáveis de classe Cs do fibrado
Λp,q.

Teorema 7.26. (Lema de Rellich) A inclusão

i : W 1,2(Λp,q) ↪→W 0,2(Λp,q) = L2(Λp,q)

é compacta.
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Isso é dizer que se {un} ⊆W 1,2(Λp,q) é uma sequência limitada na norma ‖ · ‖1,
então existe uma sub-sequência convergente na norma ‖ · ‖0.

Dada uma forma η ∈ L2(Λp,q), um elemento ϕ ∈ W 1,2(Λp,q) é uma solução
fraca da equação ∆∂̄ϕ = η se para todo φ ∈W 1,2(Λp,q), temos a igualdade

(η, ψ) = (∂̄ϕ, ∂̄ψ) + (∂̄∗ϕ, ∂̄∗ψ).

Essa definição motiva a definição da Energia de Dirichlet e o Produto
Interior de Dirichlet. Para ϕ,ψ ∈W 1,2(Λp,q), sejam

D(ϕ) = ‖ϕ‖2L2 + ‖∂̄ϕ‖2L2 + ‖∂̄∗ϕ‖2L2 ,

D(ϕ,ψ) = (ϕ,ψ) + (∂̄ϕ, ∂̄ψ) + (∂̄∗ϕ, ∂̄∗ψ).

Afirmamos sem prova que D é uma norma em W 1,2(Λp,q) e existe uma constante
C > 0 tal que para todo ϕ ∈W 1,2(Λp,q),

D(ϕ)1/2 ≤ C‖ϕ‖1 = C(‖ϕ‖20 + ‖∇‖20)1/2.

Essa desigualdade segue porque ∂̄ϕ e ∂̄∗ϕ só envolvem uma derivada de ϕ, o que
é controlado por ∇ϕ.

Teorema 7.27. (Desigualdade de G̊arding) Existe K > 0 tal que para todo
ϕ ∈ E p,q(M),

‖ϕ‖1 ≤ KD(ϕ)1/2 ≤ CK‖ϕ‖1.

Se ϕ é suave, isso é dizer que

‖ϕ‖21 ≤ K((ϕ,ϕ) + (ϕ,∆∂̄ϕ)),

= K(ϕ, (I + ∆∂̄)ϕ).

A desigualdade de G̊arding é uma consequência do operador ∆∂̄ ser eliptico, e
desigualdades desse tipo valem para uma classe grande de operadores desse tipo.

Proposição 7.28. Se η ∈ W k,2(Λp,q), para k ≥ 0e ϕ ∈ W 1,2(Λp,q) é uma
solução fraca da equação ∆∂̄ϕ = η, então ϕ ∈W k+2,2(Λp,q).

Corolário 7.29. Se η ∈ E p,q(M) é uma (p, q)-forma suave e ϕ ∈W 1,2(Λp,q) é
uma solução fraca da equação ∆∂̄ϕ = η, então ϕ também é suave e pertencente
a E p,q(M).

Esse resultado segue do resultado adicional que se ϕ ∈ W k,2(Λp,q) para todo
k ≥ 0, então ϕ ∈ E p,q(M).

Corolário 7.30. Se ϕ ∈W 1,2(Λp,q) satisfaz fracamente a equação ∆∂̄ϕ = λϕ
para algum λ ∈ C, então ϕ ∈ E p,q(M).

Lema 7.31. Para todo ϕ ∈ W 0,2(Λp,q) = L2(Λp,q), existe uma única ψ ∈
W 1,2(Λp,q) tal que para toda η ∈ E p,q(M),

(ϕ, η) = D(ψ, η) = (ψ, (I + ∆∂̄)η).
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Isso é dizer que ψ é uma solução fraca da equação ∆∂̄ψ + ψ = ϕ. Além desse
resultado, o mapa

T : W 0,2(Λp,q) −→ W 1,2(Λp,q),

ϕ 7−→ ψ = T (ϕ)

é cont́ınua e pelo Lema de Rellich a composição

T : W 0,2 −→W 1,2 −→W 0,2

é compacta.

Demonstração de Lema 7.31 A desigualdade de G̊arding implica que as
normas D1/2 e ‖ · ‖1 são equivalentes em W 1,2(Λp,q). Seja ϕ ∈ W 0,2(Λp,q) e
considere o funcional linear

l : W 1,2 −→ C,

l(η) = (η, ϕ) =

∫
M

η ∧ ∗ϕ.

Nós temos

|l(η)| ≤ ‖η‖L2‖ϕ‖L2 ≤ ‖ϕ‖L2D(η)1/2

então l é cont́ınua em W 1,2. O teorema de representação de Riesz diz que existe
uma única forma ψ ∈ W 1,2 tal que l(η) = D(η, ψ) para todo η ∈ W 1,2. Isso é
dizer que

(η, ϕ) = D(η, ψ) = ((I + ∆∂̄)η, ψ).

Então podemos definir T por T (ϕ) = ψ. Agora afirmamos a continuidade de T .
Primeiro, lembramos a desigualdade de Young, que duz que para todo a, b ∈ R e
ε > 0, temos ab ≤ ε

2a
2 + 1

2εb
2. Pelo desigualdade de G̊arding,

‖Tϕ‖21 ≤ KD(Tϕ, Tϕ),

= K(Tϕ, ϕ),

≤ K‖Tϕ‖0‖ϕ‖0.

≤ Kε

2
‖Tϕ‖20 +

K

2ε
‖ϕ‖20.

Escolhemos ε = 1/K, tal que Kε/2 = 1/2. Então,

‖Tε‖21 = ‖Tϕ‖20 + ‖∇Tϕ‖20 ≤ 1

2
+
K2

2
‖ϕ‖20,

‖Tϕ‖21 ≤ K ′‖ϕ‖20,

e logo T é cont́ınua.

Como mencionado acima, Lema de Rellich implica que a aplicação T : W 0,2 →
W 0,2 é compacta, assim mostrando o outro ponto chave para a demonstração
do teorema de decomposição de Hodge. A demonstração termina usando o
teorema espectral para operadores compactos, auto-adjuntos em espaços de
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Hilbert. Deixaremos essa parte do argumento, mas continuaremos usando o
operador T para terminar a demonstração do teorema de Hodge.

Pela definição de T , ψ = Tϕ satisfaz

(η, ϕ) = ((I + ∆∂̄)η, ψ)

para todo η ∈ E p,q(M), e logo ψ é uma solução fraca de ∆∂̄ψ + ψ = ϕ.
Observamos que ∆∂̄(Tψ) = 0 se e somente se Tϕ = ϕ, o que é identificar
Hp,q = ker(∆∂̄) com o +1-auto-espaço de T .

Proposição 7.32. Hp,q é um espaço vetorial complexo de dimensão finita.

Demonstração: Se dimCHp,q = ∞, então existe uma sequência {ϕi} ⊆ Hp,q
com ‖ϕi‖L2 = 1, (ϕi, ϕj) = 0 para i 6= j. Elementos dessa sequência satisfazem
Tϕi = ϕi, e pela compacidade de T , existe uma subsequência convergente na
norma L2. Mas isso é imposśıvel pois ‖ϕi − ϕj‖L2 =

√
2.

Podemos começar a estudar as aplicações do teorema de Hodge.

Corolário 7.33. Sejam M uma variedade complexa compacta e g uma métrica
Hermitiana em M . Então o grupo de cohomologia de Dolbeault satisfaz

Hp,q

∂̄
(M) ∼= Hp,q = ker(∆∂̄).

Em particular, Hp,q

∂̄
(M) é de dimensão finita e cada classe de cohomologia

contém uma única forma harmônica.

Demonstração: Seja α ∈ Hp,q

∂̄
(M) uma classe representada por uma forma

fechada ψ ∈ α. Pelo decomposição de Hodge, ψ decompõe-se numa soma de
termos L2-ortogonais

ψ ∈ E p,q(M) = Hp,q ⊕ ∂̄E p,q−1(M)⊕ ∂̄∗E p,q+1(M),

ψ = h+ ∂̄ϕ+ ∂̄∗β.

Primeiro, observamos que por ψ ser fechada, ∂̄∗β = 0. Isso é,

(ψ, ∂̄∗β) = (∂̄ψ, β) = 0,

= (∂̄h, β) + (∂̄2ϕ, β) + ‖∂̄∗β‖2,
= ‖∂̄∗β‖2.

Logo ψ = h+ ∂̄ϕ é cohomôloga à forma harmônica h e a aplicação

Hp,q −→ Hp,q

∂̄
(M) (2)

que envia uma forma harmônica à sua classe de cohomologia, é sobrejetiva. Pelo
outro lado, se uma forma harmônica é cohomologicamente trivial, h = ∂̄ϕ e

‖h‖2 = (h, ∂̄ϕ) = (∂̄∗h, ϕ) = 0,

e logo h = 0 e o mapa da Equação 2 é injetivo.

Segundo, lembramos a definição do operador adjunto ∂̄∗ = − ∗ ∂̄∗. Isso implica
que ∗∆∂̄ = ∆∂̄∗ e então que uma forma h é harmônica se e somente se ∗h é
harmônica.
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Corolário 7.34. O operador estrela de Hodge determina um isomorfismo C-
anti-linear

∗ : Hp,q −→ Hn−p,n−q.

Esse isomorfismo depende sobre a métrica, mas via os isomorfismos

Hq(M,ΩpM ) ∼= Hp,q

∂̄
(M) ∼= Hp,q

podemos definir um isomorfismo de uma maneira que depende apenas sobre a
estrutura complexa. Seja q a forma bilinear definida nos grupos de cohomologia
de Dolbeault

q : Hp,q

∂̄
(M)×Hn−p,n−q

∂̄
(M) −→ Hn,n

∂̄
(M) −→ C,

[α] , [β] 7−→ [α ∧ β] 7−→
∫
M

α ∧ β.

Primeiramente, observamos que o produto é bem definido. Se [α] = 0, então
α = ∂̄γ e α∧β = ∂̄(γ ∧β) = d(γ ∧β), cuja integral em M se anula pelo teorema
de Stokes.

Lema 7.35. Se M é uma variedade complexa compacta conexa, então Hn,n

∂̄
(M) ∼=

C.

Demonstração: Mostramos que Hn,n ∼= C. Uma forma Φ ∈ E n,n(M) tem
a forma Φ = fωn para f ∈ C∞(M), e Φ é harmônica se e somente se
∂̄∗Φ = − ∗ ∂̄ ∗ (fωn) = −n! ∗ ∂̄f = 0, o que implica que f é holomorfa. M é
compacta e conexa, então pelo prinćıpio de máximo, f deve ser constante.

Concluimos que integração define um isomorfismo entre Hn,n

∂̄
(M) e C e a forma

quadrática q define uma aplicação

q : Hp,q

∂̄
(M) −→ (Hn−p,n−q

∂̄
(M))∗.

Teorema 7.36. (Dualidade de Serre) A aplicação q é injetiva e logo define um
isomorfismo

Hp,q

∂̄
(M) ∼= (Hn−p,n−q

∂̄
(M))∗.

Demonstração: Pelo Corolário 7.34, e o teorema de Hodge, o domı́nio e
codomı́nio tem a mesma dimensão, então é suficiente mostrar que q é injetiva.
Suponha que q([α]) = 0, onde podemos também supor que α é uma (p, q)-
forma harmônica com respeito a alguma métrica auxiliar. Isso é dizer que
q([α], [β]) = 0 para toda (n− p, n− q)-forma fechada β ∈ E n−p,n−q(M). Porem,
se α é harmônica, ∗α é fechada e

0 = q([α] , [∗α]) =

∫
M

α ∧ ∗α = ‖α‖2L2 ,

e logo α = 0 e q é injetiva.

Definição 7.37. Seja M uma variedade complexa compacta conexa de dimensão
n. Os números de Hodge de M são, para 0 ≤ p, q ≤ n

hp,q(M) = dimCH
q(M,ΩpM ) = dimCH

p,q

∂̄
(M).
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Até agora, já vimos as identidade, relações e propriedades

1. hp,q <∞,

2. hn,n = 1,

3. hp,q = hn−p,n−q.

Se M admite uma métrica de Kähler, existem mais relações entre os números de
Hodge, e também existem relações com os números de Betti :

bk(M) = dimCH
k(M,C).

Teorema 7.38. Seja (M,J, g) uma variedade Kähleriana compacta conexa de
dimensão complexa n.

1. b2k(M) 6= 0 para todo k = 0, 1, . . . , n.

2. Se η ∈ H0(M,ΩpM ) é uma p-forma holomorfa global em M , então dη = 0
e η = dψ somente se η = 0.

3. A aplicação

i : H0(M,ΩpM ) −→ Hp
dR(M,C)

que envia uma p-forma holomorfa global em M para a sua classe de
cohomologia de De Rham é injetiva.

4. Para qualquer subvariedade complexa fechada V ⊆M de dimensão com-
plexa k, a classe de homologia de V é não-nula em H2k(M).

Demonstração: Seja ω a forma de Kähler de g, satisfazendo dω = 0. Então
ωk ∈ E k,k(M) satisfaz d(ωk) = 0 e [ωk] ∈ K2k

dR(M). Sabemos que a forma de
volume Riemanniana de g é dada por dvolg = 1

n!ω
n e

∫
M
ωn = n!vol(M) > 0.

Se ωk = dψ para ψ ∈ E 2k−1(M), então ωn = d(ψ ∧ ωn−k) e∫
M

ωn =

∫
M

d(ψ ∧ ωn−k) = 0

pelo teorema de Stokes. Concluimos que [ωk] 6= 0 ∈ H2k
dR(M).

Mostramos ponto 4. Seja V ⊆ M uma subvariedade suave sem bordo e de
dimensão k. Consideramos o produto

H2k(M)×H2k
dR(M,C) −→ C

definido a seguir. Seja σ =
∑
i σi um ćıclo singular de dimensão 2k, para

σi : ∆ → M aplicações suaves definidas no śımplice ∆ = {(t1, . . . , t2k) ; ti ≥
0,
∑
i ti ≤ 1} e com ∂σ = 0 no sentido de homologia singular. Seja α ∈ E 2k(M)

com dα = 0. Então definimos o produto acima por

〈[σ], [α]〉 =
∑
i

∫
σi

α =
∑
i

∫
∆

(σ∗i α)

Se V ⊆M é uma subvariedade complexa fechada, determinando uma classe [V ] ∈
H2k(M), veremos que 〈[V ], α]〉 6= 0 para algum [α] ∈ H2k

dR(M). Especificamente,
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seja [α] = [ωk], para ω a forma de Kähler em M . Para i : V → M o mapa de
inclusão, a métrica gV = i∗g = g|V é uma métrica Hermitiana em V , com forma
de Kähler ωV = i∗ω. Logo, dωV = di∗ω = i∗dω = 0, e ωV é uma métrica de
Kähler e, em particular, a forma de volume de ωV é dada por ωkV /k! = i∗(ωk)/k!.
Por isso,

0 6= vol(V, gV ) =
1

k!

∫
V

i∗(ωk),

= 〈[V ], [ωk]〉,

como desejado.

Demonstrar ponto 2 precisa de mais trabalho. Seja η ∈ E p,0(M). η é holomorfa
se ∂̄η = 0. Afirmamos que se η 6= 0, então∫

M

η ∧ η̄ ∧ ωn−p 6= 0.

Seja {ϕ1, . . . , ϕn} um co-referencial local unitário. Isso é ϕi ∈ E 1,0(U) e
〈ϕi, ϕj〉 = 2δij . Então,

η =
∑

1≤i1<···<ip≤n

ηIϕ
i1 ∧ · · · ∧ ϕip =

∑
I

ηIϕ
I ∈ E p,0(U),

η̄ =
∑
I

η̄I ϕ̄
I ∈ E 0,p(U),

η ∧ η̄ =
∑
IJ

ηI η̄Jϕ
I ∧ ϕ̄J .

A forma de Kähler admite a expressão ω = i
2

∑n
j=1 ϕ

j ∧ ϕ̄j , então,

ωn−p =

(
i

2

)n−p ∑
j1,...,jn−p

ϕj1 ∧ ϕ̄j1 ∧ · · · ∧ ϕjn−p ∧ ϕ̄jn−p ,

=

(
i

2

)n−p
(−1)

(n−p)(n−p−1)
2 (n− p)!

∑
1≤j1<···<jn−p≤n

ϕj1 ∧ · · ·ϕjn−p ∧ ϕ̄j1 ∧ · · · ∧ ϕ̄jn−p ,

= (n− p)! i
(n−p)2

2n−p

∑
|K|=n−p

ϕK ∧ ϕ̄K ,

η ∧ η̄ ∧ ωn−p =
i(n−p)

2

2n−p
(−1)p(n−p)

∑
I,J,K

ϕI ∧ ϕK ∧ ϕ̄J ∧ ϕ̄K .

Se I 6= J , então para todo K, ou ϕI ∧ ϕK = 0 ou ϕ̄J ∧ ϕ̄K = 0. Logo,

η ∧ η̄ ∧ ωn−p

(n− p)!
= Cp

∑
|I|=p

|ηI |2dvolg

para uma constante Cp 6= 0 que depende apenas sobre p. Em particular, se
η 6= 0, então

∫
M
η ∧ η̄ ∧ ωn−p 6= 0. Então, se ∂̄η = 0, então ∂η̄ = 0. Segundo, se
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η = dψ = ∂ψ (por η ser de tipo (p, 0)), temos∫
M

η ∧ η̄ ∧ ωn−p =

∫
M

∂ψ ∧ η̄ ∧ ωn−p,

=

∫
M

d(ψ ∧ η̄ ∧ ωn−p),

= 0,

pelo teorema de Stokes, onde também usamos que ∂η̄ = 0 e que d(ψ∧ η̄∧ωn−p) =
∂(ψ ∧ η̄ ∧ ωn−p) porque ψ ∧ η̄ ∧ ωn−p é de tipo (n− 1, n). Concluimos que uma
p-forma holomorfa e exata deve ser identicamente nula. Em particular, se η é
holomorfa, ∂η é exata, então deve ser nula, e logo dη = 0, como afirmado em
ponto 2 do teorema.

Ponto 3 do teorema é uma consequência imediata do ponto 2.

O segundo ponto do teorema anterior é muito interessante, mas acaba sendo
um corolário imediato das identidades de Kähler, que descreveremos em breve.
Esse ponto, e os outros desse teorema, utilizam fortemente o fato de que M é
equipada com uma métrica de Kähler e as conclusões não valem em geral quando
a variedade não admite uma métrica desse tipo. Uma excepção no ponto 2 é para
p = n, em que a conclusão ainda é verdade para qualquer variedade complexa
compacta, sem necessidade de uma métrica especial. Observamos que nesse caso,
o mapa

η 7−→
(
C

∫
M

η ∧ η̄
)1/2

define uma norma em H0(M,Ωn
M ), para uma escolha boa de C 6= 0, que pode

ser relacionada com o teorema de Stokes.

7.4 As Identidades de Kähler

Definimos a aplicação de Lefschetz confirma essa
terminologia

L : E p,q(M) −→ E p+1,q+1(M),

L(ϕ) = ω ∧ ϕ

e seja Λ : E p+1,q+1(M)→ E p,q(M) o adjunto de L, definido pela condição

〈Lϕ, η〉 = 〈ϕ,Λη〉

para todo ϕ e η. Para começar, observamos que L e Λ são operadores algébricos
e são definidos pontualmente,

Λx : Λp+1,q+1
x −→ Λp,qx .

Esses operadores dependem fortemente sobre a métrica g que determina ω e
podem ser definidos para qualquer métrica Hermitiana. Porém, caso g seja de
Kähler, L e Λ relacionam-se fortemente com o operador diferencial ∂̄ e mesmo
com a derivada exterior d.
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Teorema 7.39. Seja (M,J, g) uma variedade de Kähler, então temos as relações

[Λ, ∂] = i∂̄∗,[
Λ, ∂̄

]
= −i∂∗.

Demonstração: Mostramos as identidades em um ponto x ∈M . [Λ, ∂] e i∂̄∗

são operadores da primeira ordem, então nas expressões locais, que dependem

sobre a métrica, aparecem apenas
∂gαβ̄
∂zγ , avaliado no ponto x. Graças à Proposição

7.9, podemos escolher uma carta de coordenadas em que
∂gαβ̄
∂zγ (x) = 0 para todo

α, β, γ. Por isso, é suficiente demonstrar o resultado em Cn, com a métrica
Euclideana. Nesse caso, ω = i

2

∑
k dz

k ∧ dz̄k, e escrevemos E p,q
c = E p,q

c (Cn) o
espaço de (p, q)-formas em Cn de suporte compacto. Definimos

ek : E p,q
c −→ E p+1,q

c ,

ϕ 7−→ dzk ∧ ϕ,
ēk : E p,q

c −→ E p,q+1
c ,

ϕ 7−→ dz̄k ∧ ϕ.

Sejam ik = e∗k e īk = ē∗k as aplicações adjuntas. Os mapas ik e īk são dados por
contração de formas pelos campos ∂/∂zk e ∂/∂z̄k, respeitivamente. Afirmamos,
sem demonstração, que

1. ekik + ikek = 2, com a mesma relação para os operadores conjugados.

2. ekil + ilek = 0, sempre que k 6= l, e

3. ek īl + īlek = 0 para todo k, l.

Também, consideramos os operadores diferenciais simplificados

∂̄k, ∂k : E p,q
c −→ E p,q

c ,

∂k

(∑
IJ

ϕIJdz
I ∧ dz̄J

)
=

∑
IJ

∂ϕIJ
∂zk

dzI ∧ dz̄J ,

∂̄k

(∑
IJ

ϕIJdz
I ∧ dz̄J

)
=

∑
IJ

∂ϕIJ
∂z̄k

dzI ∧ dz̄J .

Observamos que ∂k e ∂̄k comutam com os operadores algébricos el, ēl, il, īl.

Proposição 7.40. Consideramos E p,q
c com o produto escalar L2 discutido acima.

O adjunto formal de ∂k é ∂∗k = −∂̄k e o de ∂̄k é ∂̄∗k = −∂k.

Demonstração: Segue do teorema de Stokes que∫
Cn

∂ϕIJ
∂zk

· ψIJ dvolCn = −
∫
Cn
ϕIJ ·

∂ψIJ
∂z̄k

dvolCn ,

o que demonstra que ∂∗k = −∂̄k.

A utilidade desses operadores algébricos e diferenciais é que temos expressões
simples para os operadores exteriores ∂ e ∂̄. Em particular,

∂ϕ =
∑
I,J,k

∂ϕIJ
∂zk

dzk ∧ dzI ∧ dz̄J =

(∑
k

∂k · ek

)
ϕ.
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Similarmente, ∂̄ =
∑
k ∂̄k · ēk e os operadores adjuntos são ∂∗ = −∂̄k · ik e

∂̄∗ = −∂k · īk. Da mesma forma, temos

L = ω ∧ · =

√
−1

2

∑
k

ek · ēk,

Λ =
−
√
−1

2

∑
k

īk · ik.

Logo, calculamos

Λ∂ =
−
√
−1

2

∑
k,l

īkıkel∂l,

=
−
√
−1

2

∑
k

īkikek∂k +

√
−1

2

∑
k 6=l

īkikel∂l,

=
−
√
−1

2

∑
k

īk(2− ekik)∂k +
−
√
−1

2

∑
k 6=l

el īkik∂l,

= −
√
−1
∑
k

īk∂k −
√
−1

2

∑
k

ek īkik∂k −
√
−1

2

∑
k 6=l

el∂l īkik,

= i∂̄∗ + ∂Λ.

Logo [Λ, ∂] = i∂̄∗. A outra igualdade segue por conjugação complexa.

A aplicação principal dessas identidades é uma comparação dos vários operadores
Laplacianos. Consideramos

∆∂̄ = ∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄,

∆∂ = ∂∂∗ + ∂∗∂,

∆d = dd∗ + d∗d,

para

d : E k(M) −→ E k(M)

a derivada exterior. Os operadores d, ∂̄, ∂ são relacionados por d = ∂ + ∂̄, mas a
maneira em que eles interagem com a métrica, via a definição dos adjuntos e dos
Laplacianos, pode ser complicado. Em uma variedade de Kähler, essa interação
é muito mais simples.

Teorema 7.41. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta orientada.
Então,

1. Hkd = ker{∆d : E k(M)→ E k(M)} tem dimensão finita.

2. Existe uma decomposição direita ortogonal com respeito à norma L2

E k(M) = Hkd ⊕∆dE
k(M).

3. Toda classe de cohomologia de De Rham contém uma única representante
harmônico h, tal que ∆dh = 0.
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A demonstração é igual à demonstração indicada para o ∂̄-Laplaciano, e deixamos
daqui.

Corolário 7.42. A dimensão de Hkd é igual a bk(M), o k-éssimo número de
Betti de M .

Seja (M,J, g) uma variedade de Kähler. Nesse caso os três operadores de Laplace
são relacionados, e, em particular, os núlceos deles podem ser relacionados.

Proposição 7.43. Seja (M,J, g) uma variedade de Kähler. Então,

∆∂̄ = ∆∂ =
1

2
∆d.

Demonstração Usando as expressões para os operadores adjuntos, vemos

−i∆∂ = ∂(Λ∂̄ − ∂̄Λ) + (Λ∂̄ − ∂̄Λ)∂,

i∆∂̄ = ∂̄(Λ∂ − ∂Λ) + (Λ∂ − ∂Λ)∂̄,

= i∆∂ .

Além disso, as identidades [Λ, ∂] = i∂̄∗ e [Λ, ∂̄] = −i∂∗ implicam que

∂∂̄∗ + ∂̄∗∂ = 0,

∂̄∂∗ + ∂̄∗∂̄ = 0.

Logo, podemos considerar o Laplaciano da derivada exterior

∆d = (∂ + ∂̄)(∂∗ + ∂̄∗) + (∂∗ + ∂̄∗)(∂ + ∂̄),

= ∆∂ + ∆∂̄ ,

como desejado.

A derivada exterior decompõe-se como d = ∂ + ∂̄. Definimos um outro operador
diferencial por

dc = i(∂̄ − ∂).

Observamos que se f ∈ C∞(M,R) é uma função real, então df e também dcf

são 1-formas reais, pois i∂̄f = −i∂f e

dcf = i∂̄f − i∂f = −i∂f + i∂̄f = dcf.

Também observamos que ddc = −dcd = 2i∂∂̄. Então, as identidades [Λ, ∂] = i∂̄∗

e [Λ, ∂̄] = −i∂∗ implicam que

[Λ, d] = i∂̄∗ − i∂∗ = −(i∂̄ − i∂)∗ = −dc∗.

Corolário 7.44. Seja (M,J, g) uma variedade de Kähler. Então [L,∆d] = 0
ou, equivalentemente, [Λ,∆d] = 0.

Demonstração: A condição dω = 0 implica que d(ω ∧ ϕ) = ω ∧ dϕ, o que
interpretamos como [L, d] = 0. Equivalente a isso é [Λ, d∗] = 0. Disso segue que

Λ(dd∗ + d∗d) = dΛd∗ − dc∗d∗ + d∗Λd,

= dd∗Λ + d∗dc∗ + d∗dΛ− d∗dc∗,
= ∆dΛ.
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