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1 Introducao

A &drea que chamaremos por Geometria Complexa intersecta diversas areas
diferentes de matematica. Os objetos principais que estudamos sao de variedades
complexas, que sao variedades diferencidiveis em que nds temos um conceito
de holomorficidade de fungoes. Com isso, abrem aplicacoes e conexoes com
geometria algébrica, folhacoes e andlise complexa, e também outras areas de
geometria diferencial a partir do estudo de métricas Riemannianas, formas
simpléticas e outras estruturas geometrias que sao compativeis com a estrutura
complexa.
Estudaremos, entre outras coisas,

e Elementos de varias varidaveis complexas,

Variedades complexas,

e Feixes e cohomologia de Cech,

Fibrados vetoriais, conexoes e curvatura,

A teoria de Chern-Weil e classes caracteristicas,

e A teoria harmonica em variedades compactas complexas,

Variedades Kéhlerianas.



2 Elementos de Varias Variaveis Complexas

2.1 Primeiras definigoes
Comegamos com a defini¢cao mais importante do curso.

Definicao 2.1. Uma variedade complexa de dimensao complexa n é uma
variedade diferenciavel real M de dimensao real 2n, equipada com um subatlas
de cartas & = {(Uy, Pa) taca, com

ot Ua — Spa(Ua) g Ccr= R2n
tal que para todo «, 8 € A,
-1 .
PaCPg - (Ua NUg) —> 0a(Ua NUp)
é uma aplicagdo holomorfa de subconjuntos abertos de C™.

Para isso fazer mais sentido, reparemos os conceitos iniciais de analise complexa.

Para z = (z1,...,2") € C", onde 27 = 29 + /—1y’, escrevemos
dzl = dad +idy’,
Az = dad —idy’,

para os covetores complexos em C" 2 R?”., Também definimos

i_l o _, 9 o9 _1(0o 0
0z Oz’ ayﬂ ’ 0z 2\ 0xd Oyl )’

que consideramos ou como operadores diferenciais

0

551 C%(),€) — C=(U,C)

ou como campos vetoriais complexos, ou como vetores tangentes complexos em
um ponto. Com essas defini¢des nés temos dz’(9/9zF) =0 e

Y , 1 i =k,
dz? <k> — 5l = se.j
0z 0 sej#k.
Observagao: Para U C C" um subconjunto aberto e f € C*(U,C), a derivada
exterior escreve-se como

df = Z( dH—af )

Definicao 2.2. Uma funcao suave f é holomorfa em U C C se e somente se
8821; =0paratodoj=1,...,n

Observamos que se f = u + v, essa condi¢ao é equivalente as condigoes

o _ov o o
oxi — oy’ dyl  Oxd



2.2 Resultados em uma variavel

Lembramos o teorema de Cauchy para fungoes de uma varidvel complexa . Sejam

A={zeC||z— 2] < R} um disco em C e f € C*°(A). Para todo z € A, nds
temos

dw N dw.

£2) 1 f(w)derl of 1

270 Jon w— 2 2mi JA OWw — 2

Para demonstrar isso, considere A, = A\ A(z,¢). Entdo, a 1-forma n(w) =
1 f(w)

2T w—z

dw é suave em A, e

i = =9 (f(w)> dw A dw

2mi 0w \w — z

-1 1 of
= — —d d.
2w — z Ow wA dw

pois dw A dw = 0. Pelo teorema de Stokes, temos fAE dn = [oan— fé)A(z o
Portanto, a forma dn pode ser integrada sobre o disco A(z,¢), e temos

1 1
/ dn = — a—{dw A dw,
A(z,) 2mi lw—z|<e W — % 0w

2 5
- i / a—{Qie*i"drde,
2w Jo  Jo Ow

= O(e) — 0, quando & — 0.

Isso significa em particular que lim._,q f A dn = f A dn. Para o termo de bordo,
temos

/ L[ ef(z +ee)iedg
n = —_— - V4 e € 5
OA(2,6) 2mi J, eet?
1 27 .
= o) f(z +ee')db.

Por continuidade, essa integral converge para o valor f(z) quando € — 0. Assim,
vemos que [, 1= f(z) + [, dn como desejado.

Proposicao 2.3. (sem demonstragao) Uma funcgio f € C*°(U) é holomorfa
se e somente se [ é analitica, e se e somente se para todo zg € U, f(z) =
oo gan(z — 20)™, o que é convergente em alguma vizinhanga de 2.

Teorema 2.4. Para A ={z € C | |z]| < 1}, sejam g € C®(A) e

! g(w) _
flz)= %/A mdw/\dw.

Entao f € suave em A e satisfaz

of _
9z 9



Demonstragao: Para zy € A fixado, veremos que 9f/0z(z9) = g(z0). Seja
¢ > 0 suficientemente pequeno que A(zp,2¢) C A. Usando uma fungdo de
corte, escreva g como ¢(z) = g1(z) + g2(2) onde g é identicamente nula fora
do conjunto A(zp,2¢) e g2 se anula dentro do disco A(zp,¢). Em particular
g2(z0) = 0. Entao definimos

5= o [ 2

21 —z

tal que f = f1 + fo. Para z € A(z,¢), ndo existe uma singularidade na integral
de f5 pois a fungdo g ¢é identicamente nula em A(zg, €), e entdo podemos trocar
a derivada 0/0Z e a integral sobre A:

o L ]
0z  2mi AQZ 0zZw —z

que é dizer que f3 é holomorfa em A(zp,e). Pelo outro lado,

1 1
= ——dw A dw
fi(z) o Agl(w)w—z w /A aw,
1 1
= ——dw A dw
2mi Cgl(w)w e
—9i [ o 0
= 5 ; /0 g1(z + re*?)e’drdo.

O integrando é suave e limitado em 7,6 e z, entdo de novo podemos trocar a
derivada e a integral e temos

ofy =20 [T [® 0 0 _—i0
g = Tm/o / §91(2+T€ )6 d’f‘da,

—2i " [* dg, 6
= % o o 8w(2’+7“ ) drd&,

1 1 9
= —/ T Gy A o,
2mi Jo w— 2z 0w

= 91(20),
com a ultima igualdade seguindo pelo teorema de Cauchy acima. Concluimos
que f é suave e 9f/0z = g.
2.3 Os teoremas de Hartogs e de Weierstrass

Agora supomos que n > 2 e que U C C"™ é um subconjunto aberto. Seja
f € C*(U) uma fun¢ao suave em U. Entao,

df = Z(gfj +afjdﬂ>7
of of ,
- X (e + e
J

Dizemos que uam fungao suave f € C*°(U) é holomorfa se % = (0 para todo

j=1,...,n. O conjunto de fungdes holomorfas em U é denotado por O(U).



Proposicao 2.5. 1. Se f ¢é holomorfa, entdo é analitica.

2. Se f e g sdo fungdes holomorfas num conjunto aberto e conexo U, e se
f =g em algum subconjunto aberto, entio f =g em U.

3. Se f € holomorfa num conjunto conezo e se |f| assume o seu valor mdzimo
num ponto de interior de U, entdo f € constante.

Teorema 2.6. (Hartogs) Em C2, sejam, para 0 <r < R,

U = AR)={(z',2") | I2',Is°] < R},
Vo= A ={("2) || <r} U

Entao, toda func¢ao holomorfa numa vizinhanca de U\V estende-se a uma fun¢do
holomorfa em U.

Demonstragao: Para z! fixado, o conconjunto (U \ V) N {z! = cst} tem a
forma

o {|2%| < R} se |2!] >,
o {r <[ <R}selzt|<r.

Entao definimos a funcao

F(zl,ZQ) — i/ de
Jw

27 Jjpj=p W — 22

Se r < |2!] < R, entdo f(z',-) é definida no disco {|2%| < R} e pelo teorema
de Cauchy, F(z!,2%) = f(z!,2%). Também, por observacao a funcao F(z!,2?)
é holomorfa em 22 no disco {|2?| < R}. Além disso, se |w| = R, f(z',w) é
holomorfa com respeito a z! em {|z!| < R}. Isso é dizer que F' é holomorfa no
polidisco inteiro A(R) = U. Ambas as duas funcoes F e f sio definidas em U\ V/,
que é um conjunto aberto e conexo e F' = f no subaberto {r < |[2}| < R} entdo
pela proposicao anterior, F' = f em U\V. Logo,F é uma extensdo holomorfa de f.

Uma aplicagdo candnica desse teorema é a afirmagdo de que singularidades
sioladas sao removiveis. Se U C C™ é aberto e p € U. Seja f uma fungao
holomorfa em U \ {p}. Entéo f extende a uma funcéo holomorfa em U.

Agora nds viramos para o teorema de Weierstrass. Se n =1, sejam zp € U C C
e f é uma fungao holomorfa em U tal que f(z9) = 0. Entao, existe um tnico
inteiro positivo k > 1 e uma fung¢ao holomorfa g € U) com g(zp) # 0 tal que

f(2) = (z = 20)"g(2).

Interpretamos o primeiro fator desse produto como um polinémio diferenciado e
o segundo fator g um elemento invertivel no ponto zy. Queremos um resultado
parecido em dimensées mais altas.

Supomos que n > 2. Escrevemos z = (2/, z,), onde 2’ = (21,...,2,-1). Supo-
mos que z° =0 € C" e que f € O(U) com f(0) = 0. Também supomos que
£(0,2,) £ 0, que é dizer que f ndo é identicamente zero no eixo-z,. Entao, pelo



caso de n = 1, temos k € N tal que f(0,2,) = zFg(2,) para alguma funcio g
holomorfa em uma varidvel com g(0) # 0.

Por continuidade de f no eixo-z,, para r > 0 suficientemente pequeno, temos
|£(0,2,)] > & > 0 se |z,| =, e por continuidade em U, |f(2/,2,)| > /2 se
|zn| = 7 e se ||Z|| < € é suficientemente pequeno. Em particular, escolhemos
r > 0 tal que z, = 0 é o dnico zero de z, — f(0, z,) no disco {|z,| < r}. Entao,
pelo teorema de residuo,

1 1 of

_ L _of
= 5t o T O

pela continuidade da expessao, que toma valores em N. Logo, contando mul-
tiplicidade, para qualquer z’ pequeno, a fungao z, — f(z’, z,) admite k zeros
(ndo-ordenados) by(2'),...,bx(z") dentro do disco {|z,| < r}. Também, observa-
mos que em 2’ = 0, b;(0) = 0 pois f(0, 2,) = z£g(2,). De novo, pelo teorema de
residuo,

, , 1 1 of
bi(2') + - 4 br(2") m/lgl_rfjwazn(%f)d&

nm /m: 1 m ]‘ 8 /
WE ) = o [ e o

2mi

As expressoes a direita variam holomorficamente com z’, porque quando |¢| =r
a fungdo f(2',&) é holomorfa e nao se anula. Consideramos a fungéo

9(z'szn) = (2 = b1()(2n = b2(2")) -+~ (20 — bi(2)),

k
- zs(m») A [ B | (D ()

i<j

_ k N k—1 !

= zi+a1(Z)z T4+ ar(2).
Vemos que g é um polinémio em z, cujos coeficientes sao funcgoes de z’. Veremos
que sao holomorfas em z’. Também observamos que para |z,| < r e ||2/]| < &,

9(2',z,) = 0 se e somente se f(z',2,) = 0. Os coeficientes de g pode ser
reconhecidos como as fungoes simétricas elementares em k variaveis. . Definimos

k
Ul(Alw'w)\k) = ZA’M
=1

oa(As ) = )N,

1<j

O'm()\lw-w/\k) = Z )‘i1"')‘im'

i1 <<l



Essas fungoes sao simétricas no sentido que sao invariantes pelo acao do grupo
simétrico Sy em C[Aq, -, \;] permutando as varidveis. O ceoficiente de zI* no
polinémio g é dado pela fungao op—_pm (b1(2),...,bk(z")).

Teorema 2.7. (Newton) Os polinémios o, para 1 < m <k, podem ser dados
como uma expressao algébrica em Zle A;, para 1 <17 <m.

Deixamos esse resultado sem demonstragao, mas podemos calcular as expressoes
explicitamente para valores baixos de m. Para m = 1, j& temos o1 (A1,...,Ax) =
>_;Aj. Param = 2,3, nés temos

oo A1y Ak) = (M++ )=+ +AD),

oA =3 A A +20- XD

Em particular, as expressoes o—m,(b1(2'),...,bk(2)), e logo os coeficientes de
g, sdo fungoes holomorfas de z’. Seja h a fungéo h(z',z,) = f(2/,2n)/9(2', 2n).
Para 2’ fixado, lim;, _,(.) h(2',2,) # 0 pois f e g tem a mesma ordem de
anulamento em b;(z’). Logo, a singularidade de h em z, = b;(2’) é removivel
e h(Z',-) é holomorfa em {|z,| < r}. Também, a fungado h é holomorfa com
respeito a 2/, porque para z, fixo,

o3(A1,- ) =

D= N =

1 1 (2,9
2mi [&|=r f — Zn 9(2/75)

h(z', zpn) dg.

Observamos que o integrando a direita é holomorfo em 2/, entdo h é holomorfa
e ndo nula para ||z’|| < € e |z,| < r, e temos uma decomposicao f(z',z,) =
h(2'yzn) g(2, 2n).

Definicao 2.8. Um polinémio de Weierstrass é uma funcao da forma
W(2, 20) = 28 +ar(2)2F 14+ an(?)

onde as a; sdo fungoes holomorfas e definidas em alguma vizinhanca da origem
em C"~! tais que a;(0) = 0.

A construgao anterior demonstra o seguinte teorema.

Teorema 2.9. (O teorema de preparacao de Weierstrass) Seja f € O(U) uma
fungdo holomorfa definida numa vizinhanga da origem em C™, com f(0) = 0.
Entao se (0, z,) # 0, possivelmente diminuindo a vizinhanga de 0 € C", existe
uma decomposicao f =h W, onde

e W ¢ um polinémio de Weierstrass,
e h é holomorfa e h(0) # 0.
Além disso, W e h sao unicamente determinados.

Falaremos de germes de fungoes holomorfas em detalhe mais para frente, mas
para uma questao de notacao fazemos algumas definigoes. Denote por O,, o
conjunto de germes de funcoes holomorfas em alguma vizinhanca de 0 € C™.
Entao. Entao um polinomio de Weierstrass é um elemento monico do anél
On_1[2n], cujos coeficientes anulam-se em 0 € C*~1L.



Teorema 2.10. (O teorema de divisio de Weierstrass) Seja g = g(2', z,) €
On—1lzn] um polinémio de Weierstrass de grau k. Entdo, para todo f € Oy,
podemos escrever

f=gh+r,

onde h € O, er € On_1]zn] € um polinémio com grau(r) < grau(g). Além
disso, h e r sdo unicamente determinados.

Demonstragao: Escolha 0 < ¢,0 < 1 tal que |g(z’,u)| >0 >0se ||2/]|| <ece
|u| = d. Seja h a funcdo holomorfa

1 / 1
h(zlazn) = o f(z/’u) du
27 Jju=s 9(2',u) u — 25
Entao,
r=pooh = ge [ AEg L[ dEE I,
2mi |u|=68 U — Zn 271 |u|=5 U — 2Zn g(z ,’LL)

I R VPER S R

2mi luj=s 9(#', ) u— 2y

No termo a direita, a divisdo é de polinémios em z, e vemos que P(z',u, z,) =
(9(2',u) — g(2',z))/(u — 2,) é um polinémio de grau estritamente menor que k.
Isso é preservado pela integragio da varidvel u, entdao temos r € O,,_1[z,] é um
polinémio de grau menor que k.

2.4 Estrutura algébrica do anel de germes de fungoes holo-
morfas

Seja R um anel comutativo com identidade 1. Lembramos que R é um dominio
se para u,v € R\ {0}, uv # 0. Um elemento v € R é uma unidade se existe
v € R tal que wv = 1. u é irredutivel se u = vw implica que v ou w é uma
unidade.

R é um dominio de fatorizagao tnica se para todo u € R, existem elementos
irredutiveis uq,...,u; € R com u = uy - - - u; € que os elementos u; sdo unicamente
determinados ao menos uma permutacao deles e multiplicagao por unidades.
Se A é um dominio de fatorizagdo unica, entao o anel A[t] de polindmios com
valores em A é um dominio de fatorizagao tunica.

Se A é um dominio de fatorizacdo tinica e u,v € A[t] sdo relativamente coprimos,
entdao existem «, 8 € Aft] e v € A\ {0} tais que

au + pfuv = 7.

O elemento 7 é chamado o resultante dos polinémios u e v. Mais precisamente,
seu =3 ,at ev = Zj b;t/, podemos construir uma matriz R usando os
elementos a;,b; € A tal que v = det(R) satisfaz au + fv = 7 e tal que u e v sdo
coprimos se e somente se 7y # 0.

10



O anel que consideramos é A = O,, ., o anel de fungdes holomorfas, definidas em
alguma vizinhanga de z € C". Escreveremos O,, = O, ¢. A primeira propriedade
que queremos demonstrar é que O,, é um dominio de fatorizagao tnica.

Propriedades Basicas:
1. O,, é um dominio.

2. Se f € O, tem f(0) #0, entdao 1/f é holomorfa em alguma vizinhanga de
0. Isso implica que mg = {f € O,, | f(0) = 0} é o unico ideal maximal em
On, que é dizer que O,, é um anel local.

Lema 2.11. Sejam W, F € O,,_1|w] tal que W seja um polinémio de Weierstrass.
Entao se F = GW, para G € O, entio G € O,,_1[w].

Demonstragao: W é moénico, entdo temos divisdo Euclideano no anel O,,_1[w]
e '=G'W + H, para G’ e H polinémios. As fungdes que aparecem no teorema
de divisao de Weierstrass sao unicamente determinadas, entao temos H =0 e
G=G €0np_1[w].

Lema 2.12. Se F,G,W € O,,_1]w], onde W ¢é um polinémio de Weierstrass,
satisfazem W = FG, entdo ao menos multiplicagdo por elementos invertiveis de
On_1, F e G também sao polinémios de Weierstrass.

Demonstragao: Nos temos
wP + ap_1 (2)wPt + -+ ag(2)
= (bp(2)w® + -+ bo(2))(cr(2)w" + - - + ¢(2)).

O coeficiente dominante satisfaz 1 = bi(z)c.(z), entdo os elementos invertiveis
br e ¢, podem ser absorvidos nos outros coeficientes e podemos supor que
bp=c¢,=1. Em 2 =0,

wP = (w* + b1 (0)w = 4 - 4 bo(0))(w" + ¢r_1(0)w" ™1 + - + ¢0(0)).

Para os dois lados terem polindémios do mesmo grau e com a mesma ordem de
anulamento em 0, e necessério que ¢;(0) = b;(0) = 0 e que F, G sejam polindmios
de Weierstrass.

Corolario 2.13. Se f =W € um polinomio de Weierstrass € irredutivel como
um elemento de O, entdo f € irredutivel como um elemento de O,,_1[w].

Demontracao: Se f = gh é redutivel como um polindmio, entao pelo lema
anterior g e h sdo polindmios de Weierstrass. Em particular, g(0) = h(0) = 0,
entao g e h nao sao unidades em O,, e f é redutivel em O,

Teorema 2.14. O,, € um dominio de fatorizagdo unica.

Exercicio 2.1. Seja R um anel comutativo com identidade. As condigoes
seguintes sao equivalentes:

1. R é um dominio de fatorizagdo unica.

2. R satisfaz as duas condigoes:

11



(a) Se f € R é irredutivel e f|gh entdo f|g ou f|h.

(b) Se fi, f2, fs,... ¢ uma sequéncia em R tal que f;11|f; para todo j,
entao existe J € N tal que para todo j > J, f; = h;fj+1 para h; € R
invertivel.

Demonstragao do Teorema 2.14: Mostraremos que R = O,, satisfaz as duas
condigoes do exercicio. Por indugao observamos que Oy = C é um corpo e logo
tem fatorizagao tnica.

Supomos que f € O, é irredutivel e f|gh. Pelo teorema de preparacdo, posso
supor que f = W é um polindmio de Weierstrass de grau k. Pelo teorema de
divisdo, g = af + ¢ e h = bf + 1/ para ¢’,h' € O, _1[w] polindmios de grau
menor que k. Entdo f|gh implica que f|g’h’, ou que ¢’h’ = Gf. Pelo Lema 2.11
G € O,—1]w]. Por indugao O,,_1 é um dominio de fatorizagao, e logo O,,_1[w]
também o é, entao aplicando condigao (a) para esse anel, concluimos que f|g’
ou f|h', como desejado.

Supomos que fi, fa, f3,... é uma sequéncia em O, tal que f;;1|f; para cada
j. Suponho também que f; é normalizada na direigao w = z,, e observo que
isso implica que fa, f3 etc. também devem ser. Logo posso supor que cada
fr € um polindmio de Weierstrass de grau ni. Temos 0 < ngy1 < ng entao a
sequéncia de graus eventualmente termina. Suponha que W e W’ sao polindmios
de Weierstrass do mesmo grau e W|W’ em O,,. Isso é

W'(z,w) = h(z,w)W(z,w)

para alguma fungao h. Em z = 0, w"™ = h(0,w)w™, e logo h(0,w) =1 e h é
invertivel como um germe de uma funcao em 0. Em particular, h = 1, pela
unicidade no teorema de preparacao de Weierstrass. Logo, nés temos f; = h; fj+1
para h; € O, como desejado e comcluimos que O,, ¢ um dominio de fatorizacao
Unica.

Agora, seja f,g € O(U) para U C C™ um subconjunto aberto. Para todo z € U,
denote por f, € O, . o germe determinado por f no ponto z. Estudaremos o
comportamento desse germe quando z varia.

Proposigao 2.15. Seja U uma vizinhanga aberto da origem 0 € C". Sejam
f.g € O(U) tais que fo,90 € Ono sejam relativamente coprimos. Entdo, existe
e > 0 tal que para todo z com ||z|| <€, fz,9. € On . sejam coprimos.

Demonstragao: Escolhe coordenadas lineares tal que f e g sejam normalizadas
na dire¢ao z,. Assim, podemos supor que f,g € O,_1[2,] s@o polindmios de
Weierstrass. Também, vimos que coprimos em (,, implica que sao coprimos
em O,,_1[z,]. Logo, existem polinémios a, 8 € O,_1[2,] € 7 € O,,_1 tais que
af + Bg = ~. Essa equagao vale em uma vizinhanga de 0 € C”.

Por F ser normalizada na diregao z,, f(0,z,) # 0, entao para ||z’|] < € fixado,

f(/,2z,) # 0. Entao, seja 2° = (2{,...,22) e suponha que h|f, hlg em O, .0,
onde h(z°) = 0. Isso é, f = ah e g = bh, e h(z"',20) = 0 mas h(z"", z,) # 0.
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Podemos supor que h é um polinomio de Weierstrass no ponto z°. Entdo, temos
(aa+ pb)h =~y € On_1 e pelo Lema 2.11 aa + b € O,,_1 o' [2,] também é um
polinoémio. Comparando os graus dos polinémios, deg(h) =0e h € O,_1 ,or.
Mas

h(zo) = h(z?, ol zgfl, zg) = h(z?, ol 2271, zn) =0,

que é uma contradicao.

Teorema 2.16. (Nullstellensatz Fraco) Se f € O, é irredutivel e h = 0 no
germe do conjunto {(z,w) | f(z,w) = 0}, entdo f|lh em O,.

Demonstracao: Supomos que f é um polindmio de Weierstrass em w de
grau k. Se f é irredutivel em O, entao deve também ser no anel O,,_1[w].
Em particular, f é relativamente coprimo com qualquer outro polindémio de
grau menor que k. Entdo, f e df/Ow sdo coprimos e existem «, 8 € O, _1[w] e
0#~v¢€ O,_1 tais que

of + 650 —

Dado zy € C"~! sufientemente pequeno, a funcdo polinomial w +— f(zg,w)
admite uma rafz miltipla se e somente se f(zo,w) =0 = Jf/0w(zp,w), o que
implica que v(zp) = 0. Isso é dizer que se y(z9) # 0, w — f(z0,w) admite k
rafzes distintas. Entao dado h € O,, tal que h = 0 em {f = 0}. Pelo teorema
de divisao de Weierstrass, h = ¢f + r para r € O,,_1[w] um polindémio de grau
menor de k. Por hipétese, r se anula no conjunto {f = 0}, entdo para z; com
v(z0) # 0, o conjunto {w € C | f(z0,w) =0} é de k pontos distintos em que o
polinémio r se anula. Logo, r(zg, w) = 0 se y(z9) # 0 e, por continuidade, r =0
e h=qf.

2.5 Exercicios

1. Seja D @§ um subconjunto aberto e conexo com bordo suave por partes
e seja f : D — C uma funcdo de classe C''. Utilizando o teorema de Green,
demostre que

| 7(©) |
/T Jop e 2 7 3T Jones // SeE1A)

onde z € D e D, = D\ D(z,¢) eonde D(z,6) ={z€C; |z—w|<e}éo
disco aberto de raio € e centro z.

2. Seja ¢ = Y1, ¥;(2)dz’ uma (0, 1)-forma d-fechada em C™ com suporte
compacto. Para cada 1 < j < n defina

4 wj 21,0 Zj—1, W, Zj+1""’zn)dw/\dw
i " 2mi w— zj

Demonstre que u; = ug para todo 1 < j,k < n, que u; tem suporte
compacto, e que Ju; = 1.

3. Seja 2 C C™ um dominio, e K C  um conjunto compacto tal que Q \ K
seja conexo. Sen > 1 e f é uma fungao holomorfa em Q \ K, demonstre
que existe uma fungao holomorfa F' em (2 tal que Go\x = f.
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. Demostre que se f € O(C) e |f(2)]? < C(1+]z|*)" entdo f é um polinémio
em z, de grau menor ou igual a N. O que é o nome desse teorema para o
caso N =07

. Demostre que se f € O(C) e [, |f]*dA < oo entao f = 0.

. Demonstre que se f é holomorfa no disco perfurado unitario D \ {0} e
f]D)\{O} |f|?dA < o entdo g € O(D).

5. Seja .# C O(C) uma familia de fungdes inteiras tal que para todo R > 0
existe uma constante Cr tal que

/ |f|?dA < Cg para toda f € .Z.
D(0,R)

Demostre que toda sequéncia em .# tem uma subsequéncia convergente.

. Considere a funcdo f : C2 — C,
2.2, 2
flz1,22) = 2220 + 2120 + 2325 + 25 4+ 2125

e encontre uma decomposicao explicita f = h- W onde h(0,0) A0 e W é
um polinémio de Weierstrass. Demonstre que f satisfaz as hipoteses do
teorema de preparacao de Weierstrass para uma varidvel mas nao a outra.

6. Encontre uma fungdo harmonica no disco unitdrio perfurado que néo é
a parte real de uma fungao holomorfa.

. Seja R um anel comutativo com identidade. Demonstre que R é um
dominio de fatorizagao Unica se e somente se sao satisfeitas as condigoes
seguintes :

(a) Para todo elemento f € R irredutivel com f um divisor de gh, entao
f é um divisor de ou g ou h.

(b) Se numa sequéncia de elementos f1, fa2,...em R, com cada um um
divisor do anterior, entao para todo k suficientemente grande, fiy1
difere de fi apenas por um elemento invertivel de R.
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3 Variedades Complexas

3.1 Definigoes e Exemplos

Definicao 3.1. Uma variedade complexa M de dim¢ M = n é uma variedade
diferencidvel de dimg = 2n com um atlas & = {(Uq, ¥a)}aca tal que

Pa 09y 08(Ua NUp) — 0a(Ua NUp).

seja holomorfa para todo «a, 8 € A.

Para U C M um subconjunto aberto, a funcao f : U — C é holomorfa se
foprl:pa(UNU,) — C é holomorfa para todo a.

Uma aplicagao F' : M — N suave entre variedades complexas ¢ holomorfa
se ¥; o F o ! é holomorfa onde é definida, como uma aplicagao entre abertos
em C" e C™.

Os primeiros exemplos sdo quase triviais.

1. M = C", com um atlas dado pela aplicacdo de identidade definida no
espaco inteiro. Um pouco mais geral, é considerar um subconjunto aberto
U como uma variedade complexa.

2. Uma variedade complexa de dimensao um é chamada uma superficie de
Riemann.

3. Denotaremos por P = CP" o espago projetivo complexo, que consiste
de todos os subespagos vetoriais de dimensao um em C™.

Para Z = (29, 21,...,2") € C"*1\ {0}, denotamos por [Z] = [2° : 2 : -+ : 27
a linha [ gerada pelo vetor Z. Observamos que, para A € C*, a mesma linha é
gerada pelo vetor \Z, entao

[0 2" = A0 A2

Chamamos a notacio | = [z° : -+ : 2"] as coordenadas homogénas do ponto
l € P" e reparamos que nao sao cartas de coordenadas.

A topologia que consideramos em P" é a topologia quociente, para a aplicagao
sobrejetiva 7 : C"T1\ {0} — P"™. Pode ser visto relativamente rapidamente que
a topologia é de Hausdorff, segundo-contavel e compacto. Cartas de coordenadas
no espacgo projetivo complexo podem ser dadas pela maneira seguinte. Para cada
7 =0,...,n, seja

Uj = {l € P" | | é gerado por v = (v°,v',...,v") em que v/ # 0}.

Observamos que essa defini¢gao independe do gerador de | que escolhemos. Se v’
¢ um outro gerador, temos v’ = Av, para A € C*, cujo j-componente é Av? # 0.
Em particular, temos

20 "

I=" vl oot IR AR
para A = 1/v7 # 0. Dentro de C"™!, podemos considerar o hiperplano afim
2 =1} e U; é o subconjunto de linhas em que intersecta-se com {2/ =

7 =1} e U; 6 o subconjunto de linhas em C™*! que intersect i=1
em um unico ponto.
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Definimos ¢; : U; — C™ por

0 J—1 i+l n
0. E: z z z
goj([z z"})_(}ﬂ,, Rl ,...,Zj>
e afirmo qe @iogogléholomorfo. Nés temos U; NU;j € [20 -+ 028t vvv i 27
-1 2" se é somente se 2* # 0 # 27 e o~ é dado por
<p;1(zl,...,z"):[zl:~-~:zj:1:zj+1:~--:z"].
Sei<j, wgl(UiﬂUj) ={(z',...,2") | 2"t £ 0} e
<p,;o<pj_1((zl,~~~,z")) = gai([zlwuszi:z”l:~~~zj:1:2j+1:~~:z"]),
—_— Zl . . . . Zj . 1 . . Zn
2t 2t 22 1 2"
B NP7 R v N i S N 1 VT

e ;o <pj_1 é um biholomorfismo (um difeomorfismo holomorfo). Para cada
j=0,...,n, temos cépias de P"~1 C P,

X;={[": 2" | & =0} =Pt

que é o conjunto de linhas em C"*! contidas no hiperplano {2/ = 0} = C". Além
disso, para qualquer aplicagdo linear nao-nula o : C**! — C, o niicleo ker(a)) C
C"*! ¢ um subespaco linear de dimensdo dim¢ =n e P*~! 2 P(ker(a)) C P".

Para n = 1, vemos que P! é difeomorfo a S? = {(z,y,2) € R | 22 +y?+ 2% =
1}. Em P2, com coordenadas homogéneas [z° : z! : 22], os subconjuntos
X; = {27 = 0} 2 P! C P? intersectam-se dois-por-dois em um ponto tnico.
Por exemplo Xg N X7 = {[0:0: 22} = {[0: 0 : 1]}. Mais geralmente, se
a, B € (C*)*\ {0} sdo linearmente independente, as linhas P(ker(a)) e P(ker(3))
intersectam-se num ponto.

O préximo exemplo é de um toro complexo. Seja A C C™ um subgrupo
(aditivo) discreto. Entdo A = ZF para algum posto k e M = C"/A admite a
estrutura de uma variedade complexa. M é Hausdorff pois A é discreto. Se
A = 72" entdao C"/A é compacto, e serd chamado um toro complexo. Observamos
que para A e A’ grupos do mesmo posto k, entdo C"*/A e C"/A’ podem ser
difeomorfos mas nao biholomorfos.

Paran=1e A = (1,7) C C gerado pelos elementos 1 e 7, onde Re(7) > 0, o
toro C/A = ¥, é difeomorfo a S' x S!, mas ¥, e ¥,/ sdo biholomorfos apenas
quando os valores 7 e 7’ s20 pertencentes na mesma Orbita de uma certa acao
de um grupo.

Considere a acdo de Z em C? \ {0} por k- (2!,22) = 2¥(z!,2%). Entdo
M = (C?\ {0})/Z admite a estrutura de uma variedade complexa de dimensdo
2, e é difeomorfa a ST x S3.

3.2 O espacgo tangente real e complexo
Seja M uma variedade diferenciavel de dimg M = 2n e seja p € M. Entao

T,M = {X :C;° — R uma derivagao}
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é um espaco vetorial real de dimensao 2n. Fazemos o produto tensorial e
consideramos T, M ® C o conjunto de derivagoes de C,° com valores em C. Isso
é um espago vetorial complexo, de dimensao complexa 2n.
Sejam M uma variedade complexa e p € M. Sejam z = (z%,...,2") coor-
denadas complexas numa vizinhanca de p. Entao se 27 = 27 + /=147, entao
o 9. ¢ T, M. Definimos

Bdxd ) yd
0 1 0 0
FEl g(ava‘layj)’
0 1 0 0
o7 - 2(6351'+V10yj>’

ambos elementos de T, M @ C, derivagoes complexas. Definimos Tpl’0 CT,M®C
o subespago complexo Vect{d/dz’} gerado pelos vetores {0/0z7}. T)° se
chama o espacgo tangente holomorfo em p. Também, Tz?’l CT,M®C:¢
por definigao o espago gerado pelos vetores {9/0z7} e é chamado o espago
tangente antiholomorfo. Notamos,

e ambos sao espagos vetoriais complexos de dimensao n;
e L,M®C= TI}*O &) Tg*l;
e a defini¢ao de T, é independente do sistema de coordenadas.

Em particular, sejam ¢ = (z1,...,2") e ¢ = w!,..., w") cartas de coordenadas
tais que @ o 1~ ! seja holomorfa. Isso quer dizer que

ow' . ow'
0z 0z
para todo ¢ e j. Entao,
0 ow' 9 ow' 0 ow' 0

a1 2 0 ow | 2 52 ow 2 02w

e logo Vect{32} = Vect{32:}. Na mesma maneira, podemos definir um tensor
JeT(T*"M @ TM) =T'(End(TM)), um campo de endormorfismos do espago
tangente real, por

0 0
'(a) = o
0 0 .
J((‘?gﬂ) = 5. para todo j =1,...,n.

Notamos que J é definido em termos das coordenadas, mas é independente delas.
Temos, em cada ponto p € M, J, : T,M — T, M satisfazendo Jg = —Id, entao
os auto-valores de J, sao +v/—1. J extende-se & complexificagao TM & C por
linearidade complexa, e observamos

g(2 Nt (2 ;2 \_L(2 ;92\ ;9
0z0) 2" \0xi  oyi) 2\0y  0xi) 0z’
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entao TT}70 pode ser visto como o +i-auto-espaco de J, e Tz?’l 0 —i-auto-espaco
de J,. Isso em particular mostra que a defini¢do J é independente do sistema
de coordenadas. Definimos a conjugagao de vetores complexos. Se TM ® C 5
X =3, a;v; para v; uma base de vetores reais e a; € C, definimos X = >, Giv;.
Em particular, isso nos da

0

8 _ 1,0 _ 40,1
957 = 95" Lo =1,

p

Seja f : U — V uma aplicagao suave, para U e V conjuntos abertos em C”.
Para 2/ = 2/ 4+ iyl € U e wk = u* +iv* € V, o Jacobiano real de f é dado pela

matriz
ou” ou”
_ Oz OyJ
JaC]Rf = vk vk .

OxJ OyJ

Também, para a outra base {9/9z7,0/0z7} de (T,R*") ® C,

PR RS i AR X L
*\ 927 0z dwk - 0z3 9wk’
P AN ow*t 9
*\ozi ) 071 dwk - 0z) owk’

Se o mapa f é holomorfo, varios termos nessas somas se anulam e temos

Jaccf = < j(()f) % )

onde J(f) é a matriz Jacobiana complexa (%’;’f ). Em particular, det(Jacgf) =

det(Jacc f) = |det(J f)|* > 0.
Seja M uma variedade complexa, com atlas & = {(Uq, ¥0)taca. Entdo para
cartas @, : Uy — 0a(Uy) € R?™ ~ C", det(Jacg(pq o cpgl)) = | det(JT (pq ©

v5 DI > 0.

Corolario 3.2. Toda variedade complexa € orientdvel e o atlas holomorfo <f
fornece uma orientagao canénica.

3.3 O teorema de funcao implicita e subvariedades com-
plexas

Agora consideramos os teoremas de fungdo implicita e inversa. Sejam U,V C C"
subconjuntos abertos e f = (f!,..., f*)U — V uma aplicacao holomorfa com
J(f) = (0f1/027) ndo singular no ponto p € U. Entdo, existe uma vizinhanca
U' CU de ptal que V' = f(U’) C V seja aberto e tal que exista f=1: V’ — U’
uma inversa holomorfa de f.

Para demonstrar isso, podemos aplicar o teorema de fung¢ao inversa para
funcoes suaves para obter f~!. O fato de f~! ser holomorfa segue pela regra da
cadeia.

Indo para o teorema de funcao implicita. Seja U C C™ uma vizinhanga de
0cCre f=(f'...,f*) : U— C* uma aplicacio holomorfa com f(0) = 0,
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onde k < n. Supomos que o (k x n) Jacobiano complexo Jf = (%) tem

(k x k)-bloco (%)1§i,j§k nao-singular no ponto p. Entdo, existem funcoes

w', ..., w", holomorfas numa vizinhanca de 0 € C*¥, tais que
TN ek G gkt n
fi(z)=--=f"2)=0 seesomentese z/ =w/("",...,2")
para todo 7 = 1,...,k. Isso também segue do resultado para fungoes suaves,

junto com a regra da cadeia.

Definigao 3.3. Seja M uma variedade complexa de dimensao n. Um subcon-
junto S € M é uma subvariedade complexa de dimensao complexa k se para
todo p € S, existe uma vizinhanca U de p e funcdes f,..., f** € O(U) tal
que det J(f) #0 em U e tal que

SNU={qeU| fi(¢) =0 para todo j}.

Uma fungio holomorfa f : C**! — C é homogénea de grau d se f(\z) =
A f(z) para todo z € C"*! e todo \ € C.

Lema 3.4. Se f é homogénea de grau d, entio para todo z € C"*1,

0o 1 ny __
df(z,z,...,z)fg z]%

7=0

Demonstragao: Calculo % dos dois lados da equacgao

-
M0 2) = fF(A20, . 2.

Usaremos esse resultado para estudar subvariedades de P". Seja F(2°,...,2")

um polindmio homogéneo de grau d. Entao, F' nao define uma funcao em

P™, mas para £ = [Z] € P", podemos dizer se F(£) se anula ou nao pois se

A#0, F(A\Z) = AMF(Z) e ou ambos valem zero, ou nenhum dos dois vale zero.
Denotamos por

Z(F) = {|Z] € P" | F(Z) = 0}.

Proposigao 3.5. Seja F' um polinémio homogéno de grau d. Suponha que

Z =(0,...,0) € C"*! ¢ a tinica solucdo do sistema
F(Z) = 0,
oF
@(Z) = 0,
oF

Entao Z(F) CP™ é uma subvariedade complexa do espago projetivo.

Demonstragao: Seja £ = [z : -+ : 2"] € P" tal que F(2°,...,2") = 0.
Uma das coordenadas 27 é diferente de 0. Suponha que z° # 0, ou que & € Up.
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Temos F'(Z) = 0, entdo uma das outras equagoes da lista ndo vale. Afirmo que

gg( ) # 0, para algum j > 1. Se fosse j =0, comgo( ) # 0, entédo

0=dF(Z) = ZO%(Z) + Z glj (2),

j=1

e logo 2/ ‘gf;( ) # 0 para algum j. Consideramos a carta ¢q : Uy — C" dada

pela equacao
wal(wl,...,w”):[lzwl s ™).

Defino o polindémio (nédo-homogéneo) em C", f(w) = F(1,w), e temos & €

Z(F)NUy se e somente se wo(§) =w € Z(f) = {x | f(x) =0} C C". Além disso,

aaujjj (w) = %(17 w) # 0. Logo, pelo teorema da fungao implicita Z(f) C C™ é

uma subvariedade complexa e logo Z(F) C P™ é uma subvariedade complexa.
Exemplos:

le{[:v:y:z]\as,zfgﬁ:()}gﬂJJ2

¢ uma subvariedade complexa, e é a imagem do mergulho P! — P definido por
[s:t] = [s%: st : t?]. Também temos a curva algébrica

Zy={lz:y:2] | v’z =x(x — 2)(z — 22)} C P2

Z5 é a imagem de um mergulho de um toro C/A em P? utilizando a P-fungao
de Weierstrass.

3.4 Formas Diferenciais, a Derivada Exterior e Coholo-
mologia

Seja M uma variedade diferencidvel. Denotamos por &%(M,R) o conjunto
de k-formas suaves em M, com valores em R. De maneira parecida, seja
&EF(M) = &%(M,C) o espago de k-formas com valores complexos. A derivada
exterior

d:EF(M) — (M)

é definida localmente por, para coordenadas locais (x?),

d (Za;dm“ Ao /\dxi’“> Zda; Adat = ZZ %dxj Adx™ A A dxte.
1

Essa definicao independe do sistema de coordenadas que utilizamos e define um
operador em formas globalmente definidas. A derivada exterior também admite
uma defini¢cao invariante, em termos do colchete de Lie em campos vetoriais.
Para a € &8(M) e Xo, X1,..., Xy € T(TM),

(dO‘)<XVO,AXl7 .. an) =

f: ( X07...,5(\,...,Xk))+ 3 (—1)”]@([XZ-,XJ-],XUM..,)?Z-,...7Xj,...

0<i<j<k
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Uma aplicagdo suave f : M — N entre variedades diferencidveis induz um
homomorfismo de pull-back de formas f* : &8(N) — &%(M) tal que f*(da) =
d(f*a), para todo a € &¥~1(N). Também, vemos que d satisfaz d*> = 0, como
operadores no complexo

s EFY ) L EF (M) L S (M) — -

e logo temos Im(d) C kerd. Em particular, denotamos por Z¥(M) = ker(d) =
{a € & (M) | da = 0} o niicleo da derivada exterior em formas de grau k.

Defini¢ao 3.6. O k-éssimo grupo de cohomologia de De Rham (complexo) de
M é o quociente

Z*(M)

Hjip(M) = m

Isso é dizer, H5, (M) é um espago vetorial complexo, e vemos rapidamente
que é um invariante de difeomorfismo da variedade M.

Agora consideramos uma variedade complexa M, e seja p € M. O espago
tangente complexo em p decompoe-se em uma soma direta T, M ® = TI}’O &) Tg’l
de auto-espagos de Jp,. O espaco cotangente tem complexifcagao

TiM ® C = AfM = Homg(T,M,C) = Home(T,M ® C,C),

e admite uma decomposi¢ao em soma direta ALM = Azl,’O &) Ag’l de covetores
complexos em p de tipo (1,0) e (0,1) respeitivamente. Temos a € Azl,’0 se e
somente se o : T, M ® C — C satisfaz a|T3"1 = 0. Também, B € A%l se e somente
se B(X) = 0 para todo X € T,°. Em coordenadas, os vetores d/9z/ geram
Tg’l, entdo para dz¥F = dz* + idy*, temos dz¥(9/0%7) = 0 para todo j, entdo
dzr ¢ AII;O edzF ¢ Ag’l. Por final, observamos que

da? = §(dzj +dz’), dy = Z(dz] —dz’).

Uma k-covetor em um ponto é dado por
a = ZaIJdZil A Adat /\dyjl /\_._/\dyjkfl.
1J
Por causa da equacao acima, o pode ser escrita como uma combinacao linear de
termos
dz Ao NdZNdE N N dER
o que implica
k
AMTIM ©C) = DAL o A% = ) Are,
1=0 ptq=k

onde AP0 = AP(AL0) e A% = A9(A%1). Mais precisamente, AP4 C APT9 § a
imagem da aplicagao

APO R AT 5 APTO
a®pB — aAB.
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Deixamos como um exercicio demonstrar que se (p, q) # (p',q’), com p+q = p'+¢’,
entao os subespagos AP? e AP"4" intersectam-se trivialmente. O espago AP? é
bem definido, independente do sistema de coordenadas, pois a decomposicao
T,M ®C=T)}"®T)" nao depende da escolha de coordenadas.

Uma k-forma diferencial « é de tipo (p,q), onde p + ¢ = k, se a(z) € AP1
para todo z € M. O espacgo de (p, q)-formas em M é denotado por &P9(M).
Entao temos

sty = P i),

p+q=k

A derivada exterior é bem comportada com respeito a decomposigao de formas
em tipo. Se f € C*®°(M,C) = &9(M), entdo localmente

of . . of .
J J

entdo se o € &P9(M), locally temos

da = d(apsdz"" A+ Nd2 NdE N NdE)
= (dary) Ndz' A dZE7,
€ &PTH(M) @ £ (M),

Denotamos por da o componente de da em &PT14(M) e por OJa o componente
de da em &EPITY(M). TIsso é dizer, temos d = & + 9. A identidade d* =
0% 4+ 00 + 0% = 0 relaciona-se com a decomposicao de formas por tipo como

9* EPIM) —  EPTRUM),
20+ 00 : EPI(M) —  EPTLITL(M),
9? UMY —  EPITE(M),
e por esses espacos terem intersecio trivial concluimos que 9% = 0, 99 + 09 = 0

e 02 = 0. Um outro ponto de importancia sobre o operador 0 é que ele detecta
holomorficidade. Para f € C*°(MC),

- of .
af = Z a—zfjdzj e &%91(M).
J

Entdao 0f =0see somente se f é holomorfa. Isso pode ser estendido para p > 0.
Seja o € &PO(M), entdo da € EPL(M). Localmente,

a = E ardz",

[T|=p

_ da; .. . ,

— — ~dzI 21 e 2

Oa ZZazﬂ‘d'Z ANdz" N NdzP.
I|=p Jj

As formas dz7 A dz* A --- A dz'r formam uma bases para A2-! para todo x

no domininio das coordenadas, entao da = 0 se e somente se os coeficientes

day /07’ = 0, que é dizer que os coeficientes sdo fungdes holomorfas.
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Definicao 3.7. Uma p-forma holomorfa ¢ uma forma « de tipo (p,0) tal que
da = 0. Denotamos por QP (M) o conjunto de p-formas holomorfas. Para p = 0,
QM) = O(M) é igual ao espaco de fungoes holomorfas em M.

Proposicao 3.8. Se f : M — N ¢é uma aplicacao holomorfa de variedades
complexas, entao pull-back por f preserva o tipo de formas. Isso é dizer que
temos um homomorfismo

friEPIUN) —  EPI(M),
e f(0a) = O(fa)

para toda o € EP9(M).

Isso segue pela equacdo local dz’/ = >k g;i dw” para z(w) uma aplicacio

holomorfa. Como no caso para o operador de De Rham em variedades suaves, o
operador O aparece na sequéncia

c s EPITY M) — EPY(M) — EPITTI (M) — -
Definimos Z5(M) como o niicleo de 0 em &P4(M). Entao 9% = 0 implica que
(&P 1(M)) C Z54(M).
Defini¢ao 3.9. O grupo de cohomologia de Dolbeault de tipo (p,q) de M é o
espago quociente
 ker{0: &P4(M) — EPITL(M)}
~ Im{0: Era—L(M) — Era(M)}

Hg’q(M)
Proposigao 3.10. Se f : M — N € uma aplicagao holomorfa de variedades
holomorfas, entdo f* induz aplicagcoes

I Hg’q(N) — Hg’q(M)
tal que (Id)* = Id, e se temos aplicagoes
MNP
entdo (go f)* = f*og*. Se para algum par (p,q),
HEI(M) % HE(N),

entdo M e N ndo sao biholomorfas.

Os grupos de cohomologia de Dolbeault fornecem uma maneira de relacionar
propriedades locais e globais em variedades complexas. Para entender isso bem,
primeiro é necessério entender os grupos de Dolbeault em (certos) vizinhangas
pequenas numa variedade. Depois de varias defini¢oes e alguns exemplos, vamos
demonstrar o seguinte resultado.

Lema 3.11. (0-Lema de Poincaré) Seja
A={(z'....2")eC" ||| <1, Vj}
um polidisco unitdario em C™. Entdo, se ¢ > 1 ep >0,

H29(A) = {0}.
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Especificamente, isso diz que para todo ¢ € &P9(A) tal que dyp = 0, existe
alguma 1 € &P971(A) tal que 9n = . Antes de comecar a demonstracio,
anotamos uma diferénga de hipétese com, por exemplo, Teorema 2.4. Naquele
resultado supomos que a funcao f era definido no fecho do disco. No caso agora,
a forma ¢ é definida apenas no interior de A.

Demonstragao: Nossa primeira afirmacao é que é suficiente demonstrar o
resultado para o caso p = 0. Seja

p= Y pudd AdZ =% (ng”dz’> Adz,
|=p,|J|=q I J

onde I = (i1,...,ip) para 1 < iy < --- < i, <nmedzl ANdz/ = dz" ANd2» A
dz’r N\ --- ANdZle. Entao,

b = +3 (T2 pas | nae! -

I \lJ|=qi=1

o que implica que dp; = 0, onde ¢; é a (0, ¢)-forma or = > pr7dz’. Entdo se
0 O-Lema de Poincaré vale para (0, ¢)-formas, p; = Ony, para nr € £%971(A) e
logo ¢ = 9(>_, dz! Anyp).

Agora demonstramos o Lema para (0, ¢)-formas. Seja ¢ = Zl-flzq prdz’ €
&%9(A) tal que ¢ = 0. Afirmamos que para qualquer s < 1, existe uma forma
P € E%171(A(s)) tal que dp = p em A(s).

Segundo, afirmamos que existe 1, € &%971(A(s)) tal que ¢ — 7, ndo involve
dz"™, e apenas os termos dz',...,dz" L.

Mais precisamente, seja k € {1,...,n} o menor indice tal que se I =
(41,...,1q), com i, > k, entdo o coeficiente p; = 0. (Por isso dizemos que
© nao involve os elementos dzFt1 ... dz"). Entdo nés afirmamos que podemos
encontrar n € £%971(A(s)) tal que ¢ — dn ndo involve dz*, ..., dz". E claro ver
que isso é suficiente, por indugao, concluir a primeira aﬁrmagao.

Entdo, suponha que ¢ = ¢ A dz* + o para @1 e @y formas de tipo (0,q — 1)
e (0,q), respetivamente, que ndo involvem formas dz* e por cima. Entdo

dp = 0= 0p1 Adz* + dps.

Entdo, por (s, nao involver termos dz' para [ > k, a derivada Jipo néo involve
termos dz* A déll para l > k. Entao, por d¢ = 0, podemos concluir a mesma
coisa do termos Oy, A dz*. Temos

o1 = Z(pldéil/\nJ\diiq*l,

[T1=q
ig=

~ 0

o1 = > D ;Idzﬂ A dzT\MEY
|T|=gq J

Lg—=k

9=

entao podemos concluir que a‘” =0 para j > k. Isso é dizer que os coeficientes

1 sao holomorfos com respelto as varidveis 251 ... 2" Para s < 1, seja A(s)
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o polidisco {(z%,...,2") | [27] < s} e seja

> mpdz" M e 9971 (A(s)),
[1]=

zQ7k

onde

1 o1(z ,...,5,..., ™)
= — déE Nd
NI ./I€I<s £ ok €N dE.

211

Pelo 9-Lema de Poincaré em uma V:aurlavel7 52 2L = oy, enquanto para | > k,
67” = 0. Logo,

on = Zzamd 7 A dz\F

I>k j
k—1
=Yy O i p g\ +y M ok p g\,
L~ Oz ozk
I3k j=1 >k

O primeiro desses dois termos involve apenas termos em {1, ...k — 1}, enquanto
o segundo termos é igual a +¢; A dzF = 4(p — 3). Isso é dizer que p — dn
involve apenas as variaveis dz',...,dz¥"1 e (¢ — On) = 0. Por uma inducao
descrescente, podemos retirar todas as varidveis e concluir que para qualquer

€ (0,1), existe n € &%971(A(s)) tal que In = ¢ em A(s). Em particular,
podemos supor que 1 € £%971(A) e que In = ¢ em A(s).

Terminamos a demonstracio que uma forma pode ser encontrada tal que 0n = ¢
em todo de A. Isso serd feito por indugdo em ¢ > 1. Seja 0 < r; /1
uma sequéncia estritamente crescente. Em particular, o polidisco A(ry) é pré-
compacto em A(rg11) para todo k. Para todo k, existe ¢y € £%971(A(1)) tal
que 0, = ¢ em A(ry). Queremos mostrar que ¢ — ¥, pelo menos depois
de adicionar um termo de correcao. Entao, suponha que v é dada, e seja
a € &%71(A(1)) tal que da = ¢ em A(rgyq). Isso é dizer que em A(ry),
a(Q/Jk - Oz) =0.

Agora, suponha o caso inicial da indugao ¢ = 1. Entao ¢, e a sao fungoes em A
tal que O(vy, — a) = 0, ou que ¥, — a é holomorfa, em A(ry)). Logo, 15, — a é

dada por uma série de poténcias uniformamente convergente em subcompactos
de A(rg). Trancamos a série para obter um polinémio g tal que

1
sup [~ Bl <
A(rg—1)

e seja Ypp1 = a+ B € E9O(A(1)), tal que 01 = O = @ em A(rpy1), mas
adicionalmente tal que

1
[ V41 — il < ok
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em A(ri—1). Logo,

NE

¢ = lim ¢; = (Vi1 — ¥j),
j—00 =
k oo
= Z(¢j+1 — ;) + Z (i1 — ).
j=0 j=k+1

O primeiro termo é suave e igual a ¥p41. O segundo termo é uma série unifor-
mamente convergente de fungoes holomorfas em A(rk_1). Logo, para qualquer
k, em A(rg_1), 0¢ = ¢, como desejado.

Agora, suponha que g > 2 e que para todo ¢ € &%971(A(1)) com d¢ = 0, existe
o € A(1) tal que 9o = ¢ em A(1). Pela construcio acima, ji vimos que para todo
k, existe ¢, € &Y97L(A(1)) tal que 9y, = ¢ em A(rg). Afirmamos que essas
formas podem ser escolhidas para que Y1 = 1 em A(rg_1). Supomos que as
1, ...,y ja foram escolhidas satisfazendo isso, e seja a € £%971(A(1)) alguma
forma com da = ¢ em A(rgy1). Temos (¢, — a) = 0 em A(ry), entdo pela
hipétese de indugdo (em q), ¥, — o = 9B, para alguma B € &%972(A(ry)). Em
particular, usando uma fungao de corte, podemos supor que 8, € &%972(A(1))
e que ¥y = a+ 0B em A(r,_1). Entdo seja Ypy1 = a+ 9B € EX1L(A(D)).
Isso satisfaz 11 = 1 em A(rg_1) € OYpy1 = Oa = @ em A(rpy1). Logo, o
limite 1 = limy_, o 15 existe, é suave e satisfaz 9y = ¢ em A(1).

3.5 Meétricas Hermitianas

Métricas Riemannianas sao objetos fundamentais na geometria diferencial de
variedades suaves. Nessa secao, estudaremos as métricas Riemannianas mais
compativeis com a estrutura de uma variedade complexa. Para comecar, é
neecssario explicitar algumas ideias da algebra linear de vetores, covetores e
produtos Hermitianos. Seja V um espaco vetorial real, de dimensao real 2n,
e seja J : V — V um endomorfismo linear tal que J?> = —Id. Um produto
interior (-,-) em V é Hermitiano com respeito a J se (Jv, Jw) = (v, w) para
todo v,w € V.

Seja M uma variedade complexa de dimensao n, equipada com a sua estrutura
quase-complexa J. Seja g uma métrica Riemanniana em M. Isso é dizer que
para todo p € M,

gp : TyM x T,M — R,

¢ um produto interior em T,,M, variando suavamente com p € M. Deixaremos
o sub-escrito p frequentemente quando é bem entendido. g é uma segao suave
do fibrado S?(T* M), satisfazendo a condicdo de positividade em cada ponto. g
é uma metrica Hermitiana se g(Jv, Jw) = g(v,w) para todo v,w € T,M e
todo p € M.

A nossa primeira observacao ébvia é que g(Jv,v) = 0 para todo v € T, M,

pois g(Jv,v) = g(J?, Jv) = —g(v, Jv) = —g(Jv,v). Equivalentemente, a forma
bilinear w(v,w) — g(Jv,w) ¢é anti-simétrica.
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Estendemos o produto interior & compleficacao do espago tangente 1), M ® C por

bilinearidade complexa. A complexificacao decompoe-se como uma soma direta
TM ®C=T"¢T%.

Lema 3.12. Se g € uma métrica Hermitiana em M, os subespagos Tpl’O,TIE)’1 -
T,M ® C sdo isotropicos. Isso é dizer, que

g(T"?, T")
g(T0,17 TO,l)

Demonstragao: Para X = 1/2(v —iJv) e Y = 1/2(w — iJw) elementos de
710, nés temos

9(X)Y) = ig(v —iJu,w —iJw),
= {1 lo(o,w) — g0, Jw)] + § [-g(v, Tw) — (v, w)],
= 0

pois g é Hermitiana. De modo parecido, consideramos g(T1°, 701) e g(T%!, T*0).
Para X0 = 1/2(v —iJv) e Y9! = 1/2(w + iJw), temos g(X10,YO1) =
g(YO1 X19) pela simetria do tensor g. Também,

1 )
g(XPO Y= Zg(v.w) — Sg(Tv,w).

Conjugagao em T'M ® C age pelo seguinte. Se X = 1/2(v —iJv) € 710, para
v real, X = 1/2(v + iJv). Definimos um produto Hermitiano sesqui-linear no
espaco vetorial complexo 710 por

h:TH0 x 110 — C,
MX,Y) = g(X)Y).

O produto h é C-linear em X e C-anti-linear em Y. Satisfaz h(X,Y) = h(Y, X),
epara X =Y,

9(X, X),

- %(g(v,v) —ig(Jv,v)),

h(X, X)

1
= ig(v,v) > 0.
h(X, X) é real e positivo se X # 0.

J4 vimos que a forma bilinear w(v, w) = g(Jv,w) é anti-simétrica. Podemos
considerar a decomposigdo de w por (p, )-tipo.

NTIMeC = AXoA) A,
w = w2,0 +w1,1 +w0,2'

Afirmamos que w?? = w%? = 0 e w é puramente de tipo (1,1). Isso segue pela

observagao que w?*? = 0 se e somente se w?°(X,Y) = w(X,Y) = 0 para todo
X,Y € THY. Isso vale porque

w(X,Y)=9(JX,Y)=1ig(X,Y) =0,
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usando o fato de X ser um i-auto-vetor de .J, e 10 ser um subespaco isotrépico
para g. Logo w € &11(M).

Consideramos a métrica g e a forma w em coordenadas locais (z%), onde 2% =
z® + iy®. Entdo, em termos das formas dz®, z°, para 1 < a, 3, n.

9 = > gapdz” @dZ’ +  gapdz® @ dz’
a, ap
D gagde® @dz* + ) gapdz® @ dzP,
af af

onde, por exemplo, gss = ¢(9/0z%,0/9z"). Observamos que os subespagos
TH0 e T9! serem isotrépicos implica que gop = gap = 0 para todo a e f3.
Segundo, a simetria de g implica que g,5 = gz,- Por final, a condigao que

9(X,Y) = g(Y, X) implica que g,5 = gga. Resumindo, a métrica Riemanniana
g, e a forma associada wsao dadas localmente por

9 = Y gap(de" @dz’ +dz° @ dz*),
of

w = iZgadea/\dZB.
of

Dada a forma w, podemos recuperar a métrica g :
w,w) = g(Jv,w),
g(v,w) = w(v, Jw).

Exercicio 3.1. Sejan € A2T «+ M = A?9 @ AL @ A%2. Entdo defina a forma
J*n € A*T*M por J*n = n(J-, J-). Demonstre que n € A>? @ A%?2 se e somente
se J*n = —n e que n € Ab! se e somente se J*n = 7.

Conjugagao em vetores tangentes complexos estende-se para covetores e formas
diferenciais. Definimos

TA=T"M®C — A

a(v) = o).

Em coordenadas, isso satisfaz Adz® = Adz®. Conjugacao de k-formas é definida
de maneira parecida :

Az A AdZP ADEYA - ANdZT s AET A - AdE AdZT A - A d2Ia

Em particular, conjugagdo manda formas de tipo (p, q) para (g, p)-formas. Uma
(p, p)-forma « € APP é real se @ = . Por exemplo, em p =1, se

w = Zwagdzo‘ AdzP,
aB

o = Zragdéo‘ ANdP = — ngadza AdzP,
aff aB
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entao w ¢ real se e somente se w,5 = —wpa. Escrevendo w como

w= iZgadeo‘ AdZP,
aff

w ¢ real se e somente se os coeficientes satisfazem g, 5 = gga, como ¢ o caso para
a (1,1)-forma obtida de uma métrica Hermitiana.

Definigdo 3.13. Uma (1, 1)-forma real w € &%*(M) é positiva se, para todo
p € M, a forma simétrica em T, M g(v,w) = w(v, Jw) é positivo definida.

Agora construimos uma métrica Riemanniana muito importante no espaco
projetivo P”. Um ponto & € P" é dado por um sub-espaco vetorial £ C C**! de
dimensdo um. Nés temos uma projegao 7 : C"*1\ {0} — P" enviando um vetor
nao-nulo v para a linha [v] gerada por v. Para um subconjunto aberto U C P
seja F': U — C"*1\ {0} uma aplicagio holomorfa tal que F(¢) € ¢ para todo
& € U. Isso é dizer que 7o F(§) = &, para todo £. Entdo, defina

wy = 100 log HF||2,

onde ||-|| ¢ a norma Euclideana em C"*!. Primeiro, mostramos que isso independe
do mapa F. Se F': V — C"1\ {0} também é holomorfa e satisfaz w(F’(¢)) = &
para todo £ € V, entdo em UNV, F' = f- F para alguma funcao f € O*(UNYV).
Entaoem U NV,

wy = i00log |||,
= i00log(|fI*| F|1?),
= i00log|f|* +i001og || F|>.
Um exercicio rdpido mostra que se f é holomorfa e nao-nula, 99| f|?> = 0, entdo

temos wy = wy em U NV e as expressoes definem uma forma w € &H1(P7).
Mais explicitamente, em

Uy = {[®: "] | u® £0},
= {[1:2':---: 2" | z€C"},

temos F : Uy — C"*1\ {0}, F([1 : 2]) = (1,2) e wy, = i09log(1 + |z|?).
Afirmamos que wy, é uma (1,1)-forma real e positiva. Nés temos

wy, = 99log(1+ |z[?),
o 2oa2%dE”
= 0 ( TR )
X, dzr ndzr (D, Z0d2%) A (g 20 dzP)
= A - — .
1+ |z[? (L+[=?)

Observamos que g = w(:,J:) é uma métrica Riemanniana se e somente se
w(v, Jv) > 0 e vale zero somente para v = 0. Isso é equivalente a —iw(X, X) >0
para todo X = 1/2(v —iJv) € THY, valendo zero apenas para X = 0. Entdo
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i 0
para X =} . a’ 575,

i, (X, %) = ﬁ <1+|z\2>§jj\af‘\2—Qj:zjaf)(Zz’“a’f) ,

k
1
arpappe U +1ePlef — Iz aP),
> 7\a|2 .
(P2

Isso é sempre nao-negativo e vale zero somente para X = 0.

Isso implica em particular que a g = w(-, J-) define uma métrica em P". Essa
métrica é chamada a métrica de Fubini-Study. g e w serao denotadas por gpgs €
wrg, respetivamente.

Definigao 3.14. Seja M uma variedade complexa. Uma métrica Hermitiana
em M é uma métrica de Kahler se a forma anti-simétrica w associada a g é
fechada. Isso é dizer, dw = 0.

A forma wrg dada pela métrica de Fubini-Study satisfaz, localmente, wrs =
i001og || F||?, entdo Owps = Owrs = 0 e grg é de Kihler.

3.6

1.
2.

Exercicios

Encontre um difeomorfismo explicito entre CP' e S2.

Demostre que o conjunto {[z;y; 2] € CP? ; za? = y(y — 2)(y — 22)} é uma
superficie de Riemann.

(a) Utilize o Lema de Schwarz para determinar todos os automorfismos
do disco unitério D(0, 1).

(b) Determine um isomorfismo entre D(0,1) e H = {z € C ; Im(z) > 0}.

(¢) Mostra que uma fungéo inteira f tal que Im(f) > 0 deve ser constante.

Seja V' um espago vetorial real e J : V' — V um mapa linear que satisfaz

J? = —Id. Definimos o complexificacdo de V como Vg = V ®g C. Um

elemento w € V¢ pode ser unicamente escrito como w = u+iv, identificando

u~u®letv~v®i, parau,v € V. V¢ é, obviamente, um espago vetorial
sobre C. Extendemos J a V¢ por J(u + iv) = Ju + iJv.

(a) Demonstre que dim¢ Ve = dimg V.
Definimos subespagos de V¢

Vi = fwe Ve Jw=iw},
Vol = fweVr; Jw=—iw}.
(b) Demonstre que V1% e V0! sdo subespacos complexos de V¢, que tem a

mesma dimensio sobre C, que V0NV = {0} e que Vo = VIO V0L
Em particular, isso implica que dimg V' = 2n é par.
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(¢) Demonstre que existe uma base para V da forma {vy, v, ..., v, Jv1, ..., Jo, }.

(d) Para w € V¢, denote por w!? e w%! os componentes de w na decom-

posi¢ao Ve = V9 @ VOl Demonstre que w'® = 1/2(w — iJw) e
wol =1/2(w + iJw).

(e) Definimos uma aplicagao linear real = : V¢ — V¢, chamada conjugacao,
por w = u + % = u — w, para u,v € V. Demonstre que conjugacao
troca V10 e VOl e ()2 = Id.

Consideramos o espago vetorial complexo AL = Home(V, C) = Homg(V, C).
Definimos os subespagos

A = {ae Al a(w) =0, Yw e VO,
AO,l — {a = A(%: ; OL(’lU) = O7 Yw € Vl’o}

(f) Demonstre que temos decomposigio em soma direita AL = AM0 @ A%L

(g) Demonstre que o € A0 se e somente se para todo v € V, a(.]v) =
ta(v).

5. Denote por I'; C C o subgrupo aditivo I'; = Z + 7Z para 7 € {z €
C ; Im(z) > 0}. Demostre que se 7/ = A(7) para algum A € SL(2,7)
entdo os toros quocientes T» = C/I';s e T, = C/T'; sdo biholomorfos.
Toros complexos de dimensao um sao também chamadas curvas elipticas

para minimizar a ambiguidade com toros complexos de dimensao mais alta
da forma C"/Z*".

6. Consideraremos uma variedade de Hopf unidimensional. Z age em C* =
C\ {0} por (k,z) — Az por X € C fixo com |A| # 1.

(a) Demonstre que a a¢do de Z em C* é propriamente descontinua e sem
pontos fixos. Isso implica que o quociente S, com topologia quo-
ciente, canonicamente admite a estrutura de uma variedade complexa.
Encontre um sistema de cartas para S

(b) Demonstre que Sy é difeomorfa a S x S!. Determine explicitamente
um biholomorfismo entre Sy e um toro quociente 7, para algum
7 €{z; Im(z) > 0}.

7. (a) Sejam V um espago vetorial real de dimensdo 2n e Vo = V ® C.
Demonstre que a imposi¢gao de um aplicagao J : V. — V tal que
J? = —Id é equivalente a um subespaco complexo V' C V¢ tal que
VNV ={0}eV' V' =1¢.
(b) Seja Jyv C End(V) o conjunto de aplicagdes lineares J com J? = —Id.
Demonstre que o grupo GL(V,R) age transitivamente em [Jy-. Dado
J € Jv, determine o subgrupo de isotropia de J.

8. Seja V um espago vetorial real de dimensao 2n e J um mapa linear em V'
com J? = —Id. Consideramos k-covetores complexas em V :

AE = AF(AL) = (APVY) e C

Observamos que A(’é é um espaco vetorial complexo de dimensao 2n. Como
na ultima questao, um elemento de A(’é tem a forma ® = &, + iP5, para
®,, Py € A*V*. Queremos entender como Aéf decompde-se em (p, g)-tipo.
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10.

11.

Para cada p € {0,...,k} consideramos a p-éssima poténcia exterior
de AL, Afé(AI’O). Se %dimRV = dimc V!0 = dimc AM = n, entdo
dime AZ(AM0) = (Z) Similarmente, consideramos A%(A%1), que tem
dimensao (7).
q
Podemos definir um mapa no produto tensorial (p para multiplicagao)
fp : AR(AYO) @ AETP(A%Y)  — AL,

a®p —  aAf.
(a) Demonstre a férmula combinatéria seguinte

k

0 -2 6)6")
(k = \p) \k—p

(b) Demonstre que A(’é é gerado pelas imagens dos mapas jip, para p
variando entre 0 e k.

(c) Para p e g distintos, demonstre que as imagens de 1, e 4 intersectam-
se apenas na 6rigem 0 € Aé.

Definimos AP*~P = Im(y,,) C AL, Um elemento de AP"¥~P ¢ chamado uma
k-forma de tipo-(p, k — p).

(d) Demonstre que existe uma decomposi¢ao de soma direita

k
k _ p,k—p
AE =P arkr.
p=0

Seja f : U — V uma aplicagao holomorfa, entre conjuntos abertos em
espacos euclideanos ou entre variedades complexas. Demonstre que o o
pull back de formas diferenciais f* : E¥(V) — £¥(U) induz aplicagoes
frEPYV) = EPYD).

Seja f : U — V uma aplicagdo holomorfa, entre conjuntos abertos em
espacos euclideanos ou entre variedades complexas. Demonstre que o o
pull back de formas diferenciais f* : £¥(V) — &¥(U) induz aplicacdes
frEPUV) — EPIU).

Considere a 2n-forma em C",
Z’TL
Q= Q—ndzl/\dzl/\dzz/\---Adz”/\dz".
(a) Demonstre que

i
on
= dzt Ady' Ao Adz™ A dy™.

0 = dzP NdZ2 A N2 ANdEP A - A dER,

(b) Seja F = (F*,..., F™) um mapa holomorfa, definida no aberto U C
C™ e tomando valores em C". Demonstre que

OFJ

onde (OF7/0z%) é a matrix Jacobiana complexa de F.

2

F*Q = Q

)
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12.

13.

14.

15.

(c) Demonstre que toda variedade complexa é orientdvel e que a estrutura
complexa canonicamente determina uma orientagao.

Demonstre que da = da. Em particular isso implica que uma (plp)—forma
real a € EPP(U)NEP(U) é D-fechada (exata) se e somente se o é d-fechada
(exata). Formule as varias 0-versoes do Lema de Poincaré.

Seja A C C™ um polidisco.
(a) Seja a € EL1(A) uma (1,1)-forma d-fechada. Demonstre que existe
uma fungao suave f € E°(A) = C*(A,C) tal que dIf = a.
(b) Seja g € EP9(A) uma (p, q)-forma d-fechada, com p, ¢ > 1. Demonstre
que existe uma forma v € EP~1471(A) tal que 99y = f.

Os exemplos de hipersuperficies em C™ e em CP" podem ser generalizados
da maneira seguinte. Sejam f1,..., fr polindmios homogéneos (de graus
dj respetivamente) em C"*1. Nas aulas nds vimos que o conjunto V(f;) =
{[Z] e CP" ; f;(Z) = 0} é um subconjunto bem definido. Demonstre que
se 0 € C¥ é um valor regular da aplicacdo (f1,..., fx) : C"*! — C*, entdo

X =V(fi)n--NV(fi) C CP"

¢ uma subvariedade complexa de CP" de dimensdo n — k. X é chamada a
intersecao completa das hipersuperficies V( f;).

Esse exercicio vai investigar um exemplo de uma subvariedade complexa
¥ C CP? que ndo pode ser escrita como uma intersecio completa. A
superficie de Riemann ¥ é chamada a cubica torcida.

Considere os trés polinomios homogénos de grau 2 em C*.

Fy = a2y
= yw- 22,
Fy = zw-—yz.

(a) Demonstre que a hipersuperficie V(F,) C CP? é suave mas V(Fp) e
V(Fy) nao sao.

(b) Demonstre que o mapa
p:CPt — CP3,
[s:t] — [v:y:z:w]=[s7:8%:st?: 7
¢ um mergulho, e logo tem imagem uma subvariedade complexa suave

de CP?. Demonstre que a imagem de p é igual a ¥ = V (Fy) NV (Fy)N
V(Fy).

(c) Demonstre que para quaisquer duas das fungoes Fy, Fy, Fy, V(F;) N
V(F;) é estritamente maior que X.

(d) Demonstre que para todo p € ¥, ¥ pode ser dada numa vizinhanca de
p como o zero locus de duas das Fj;. Isso é dizer que X é localmente o
conjunto nulo de dois polinémios, mas nao é globalmente.

33



Seja M uma variedade diferencidavel de dimensao n. Nés ndo supomos que M
é compacta ou orientavel. Para k > 0, seja E¥(M) o espaco de k-formas suaves
reais em M. Temos a operagao de diferenciagao exterior

d:EF(M) — EFY (M)

que satisfaz d?> = 0. Para entender quando uma forma a € £¥(M) tem a forma
a = dB, para B € EF71(M), entdo uma condicio necessiria é que da = 0.
Definimos o grupo de cohomologia de De Rham como o quociente de espagos
vetoriais reais

_ Ker{d: E5(M) — EX1 (M)}
Hip(M) = im{d: EF-1(M) — EF(M)}

Muitas vezes vamos deixar o dR da notacao aqui. Podemos igualmente considerar
formas com valores em C, mas isso muda pouco porque o operador d preserva a
decomposicao de uma forma complexa o = a1 +ias em partes reais e imaginarias.

Também, podemos considerar D¥(M) = £¥(M) como o espaco de k-formas
suaves (reais ou complexas) em M com suporte compacto. De novo, temos
dD¥(M) C ker{d : D¥(M) — D¥*+1(M)} e definimos o grupo de cohomologia de
De Rham de suporte compacto por

_ ker{d: D*(M) — D**1(M)}
N dDk=1(M)

Hy (M)

Observamos que se M é uma variedade compacta, entdo H*(M) = H*(M).

11. (a) Sejam M e N variedades diferencidveis e F': M — N uma aplicagao
diferenciavel. Demonstre que o pull-back de k-formas F* : E¥(N) —
EF(M) induz uma aplicacdo linear F* : H*(N) — H*(M).

(b) Seja F': M — N uma aplicagdo diferencidvel prépria. Isso é dizer que
para qualquer conjunto compacto K C N, a pré-imagem F~1(K) C

M também é compacto. Demonstre para o € D¥(N), F*a € D*(M).

(¢) Demonstre que uma aplica¢do prépria F' induz um morfismo
F*: H¥(N) — HFM).

(d) Demonstre que se F': X — Y e G : Y — Z sao aplicagdes difer-
enciaveis, entao

(GoF)* =F*oG*: H*(Z) — H*(X),

e em particular, se F' é um difeomorfismo, entdo F* é um isomorfismo.
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4 Feixes e Cohomologia

4.1 Primeiras Definigoes

Seja. M uma variedade complexa e a € &% (M) uma (0, 1)-forma suave tal que
da = 0. Fazemos a pergunta de se existe uma fungio suave [ € E9(M) tal que
df = a. J4 vimos, pela observagao que

Hy'(A) = {0},

que uma funcado f sempre pode ser encontrada localmente. A o grupo de coho-
mologia Hg’l(M ), ou mais precisamente a classe de « nesse grupo, é a obstrugao
de ter uma resposta afirmativa a essa questao. Nesse capitulo estudaremos
outras ideias parecidas que relacionam informagao local e global em variedades
complexas. !

Definigao 4.1. Seja X um espago topologico. Um pré-feixe F em X é uma
associagao de um grupo abeliano F(U) a cada subconjunto aberto U C X, e, para
cada inclusdo de abertos V C U C X, um homomorfismo ryy : F(U) — F(V)
que satisfazem as condigoes

1. ry,v = ldF @), para todo U C X aberto,
2. Se W CV CU,entao rwuy =rw,v °Trv,u.

O grupo F(U) é chamado o grupo de secoes de F em U, e ry,y é chamado o
mapa de restricao de U em V.

Definicao 4.2. Um pré-feixe F é um feixe se também satisfaz as condigoes,
para U; C X subconjuntos abertos em X (parai € I)e U = J;c; Ui,

3. Ses,t € F(U) e ry, u(s) =ry,v(t) para todo i € I, entdo s = ¢.

4. Se s; € F(U;) sao tais que 7y,nu;,v,(8:) = rv,nu,,u, (s5) para todo 4,5 € I,
entdo existe s € F(U) tal que s; = ry, y(s) para todo i € I.

A condigao 4. quer dizer que segdes locais de F que coincidam onde ambas sao
definidas estendem-se a definir uma se¢ao na uniao dos dominios de definicao. A
condicao 3. diz que o objeto global que obtemos é unicamente determinado.

Exemplos. Seja X uma variedade diferenciavel. Temos o feixe F = C'§ de
fungoes suaves em X, definido por C¥(U) = C*°(U) = {funcoes suaves f :
U — C}, com homomorfismos ryy : C¥(U) — C¥ (V) dados como restrigdo
das fungdes rv.u (f) = flv.

Se X é uma variedade complexa, seja F = Ox o feixe de fungoes holomorfas.
Para U C X um subconjunto aberto, temos

Ox(U)={f:U — C holomorfa}.

Como no exemplo anterior o homomorfismo ry,;; é dado por restrigéo.
Seja F = O% o feixe de funcdes nao nulas.

O%x(U)={f:U — C* holomorfa},

Imencione em algum luga que os espagos topologicos sdo sempre para-compactos.
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com operac¢ao dada por multiplicacdo pontual das fungoes. Verificar que esses
exemplos satisfazem as condicbes 1.-4. de um feixe pode ser considerado um
exercicio.

Se p € X ¢é um ponto fixado, consideramos F = 7, o feixe de funges que se
anulam em p. Isso é dizer, para U C X aberto,

Ox(U), sep U,

B = {{f EOx(U) | /(1) =0} sepel,

Observamos que C¥ e Ox sdo feixes de anéis, no sentido que para todo U C X,
Ox(U) é um anel é os mapas ry,y sdo homomorfismos de aneis.

Definicao 4.3. Seja (A, p) um feixe de anéis. (F,r) é um feixe de .A-modulos
se

1. Para todo aberto U C X, F(U) é um A(U)-modulo, e
2. ParaV C U C X abertose f € A(U) e s € F(U),

rvu(f-s)=pvu(f) - -rvu(s).

Seja G um grupo abeliano fixado. Para cada aberto U C X podemos considerar
o conjunto G.(U) =G ={g: U — G constante }. Observamos, porém, que
com essa definicao, e homomorfismos dados por restricao, G, nao define um
feixe. Em particular, essa associacao de grupos a conjuntos abertos nao satisfaz
condigao 4., dada acima. Para acertar esse ponto detalhado, consideramos G
com a topologia discreta, em que todo subconjunto de G é aberto e definimos,

GU)={g:U — G, continua }

e deixamos como um exercicio mostrar que G é um feixe. Um elemento f € G(U)
é localmente constante. E constante em componentes conexos de U. Com essa
definicao, obtemos os feixes de fun¢des localmente constantes R, Z, Q, C, C*,
Zs, e outros.

Definicao 4.4. Um conjunto dirigido é um conjunto I com uma ordem parcial
< tal que para todo ¢,j € I, existe k€ [ tal que k <ie k <.

Seja X um espago topoldgico. O conjunto de coberturas abertas de X forma um
conjunto dirigido em que, para coberturas U = {U; }ier € V = {V;},c, dizemos
que V =2 U se para todo j € J, existe i € I tal que V; C U;. Para quaisquer U, V,
a cobertura W = {U; NV} jyerxJ satisfaz W XU e W < V.

Seja X um espago topoldgico e x € X. Para U e V vizinhancas de x, dizemos
que U XV se U C V. Assim, o conjunto de vizinhangas de = forma um conjunto
dirigido.

Definicao 4.5. Um sistema dirigido de grupos abelianos é uma colecao
{4;}ier de grupos abelianos, indexada por um conjunto dirigido, junto com
homomorfismos de grupos f;; : A; = A; sempre que ¢ < j, satisfazendo

1. fi ZIdAi7
2. fi;o fix = fix-
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Seja X um espago topoldgico e x € X um ponto fixado. Seja F um pré-feixe
de grupos abelianos em X. Entdo, a familia de grupos F(U) | x € U}, com os
homomorfismos de restrigao v, quando U C V, é um exemplo de um sistema
dirigido de grupos.

Definicao 4.6. Seja ({A;}icr, fi;) um sistema dirigido de grupos abelianos.
Seja

onde dizemos que A; 3 z; ~ x; € A; se e somente se existe k < 4,7 tal que
Jri(wi) = frj(x5).

O limite lim A; é chamado o limite direto do sistema dos grupos. lim A;
também é um grupo abeliano.

Proposigao 4.7. Seja lim A; o limite direto de um sistema dirigido de grupos.

1. Existem homomorfismos f; : A; — lim A; tais que se k < j, fj = fr o fij.

2. im A;, f;) € um objeto inicial na categoria de grupos abelianos G com
homomorfismos A; — G.

Sejam X um espaco topologico, z € X um ponto de X e F um pré-feixe
de grupos abelianos em X. J4 vimos que {F(U) | x € U}, com restrigoes
ryu : F(U) = F(V) é um sistema dirigido de grupos. Definimos o grupo

Fe =lim F(U) = (|| F(U))/ ~.
Usx

Entao, s € F(U) et € F(V) sao equivalentes se existe W C U C V uma
vizinhanca de z tal que rw,u(s) = rw,v(t). Nés ja vimos essa defini¢ao para
fungoes holomorfas. Um elemento Ox , > f é o germe de uma funcao holomorfa
no ponto x. O grupo F, é chamado o caule do feixe F em z.

Seja F e G feixes em X. Denote por r os mapas de restricao para ambos. Um
morfismo ¢ : F — G de feixes é uma colecdo de homomorfismos, para cada
aberto U C X,

¢u : F(U) — G(U),
tal que
o (@u(s)) = ov (i (s)),
para todo V C U e todo s € F(U).
Seja X uma variedade complexa e Ox e O% os feixes de fungdes holomorfas
e holomorfas nao-nulas, respetivamente. Definimos o morfismo
exp: Ox — O%.

Para U C X aberto, exp : Ox(U) — O%(U) é o homomorfismo de grupos
f = exp(2mif). Incluimos o fator 27i para simplificar a defini¢ao do nicleo
desse morfismo.

Seja &% o feixe de k-formas suaves em X. A derivada exterior d : &% — &%
também define um morfismo de feixes.
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Definigao 4.8. Seja ¢ : F — G um morfismo de pré-feixes em X. Seja, para
cada subconjunto aberto U C X,

(ker¢)(U) = ker{¢y : F(U) — G(U)} € F(U).
Para V .C U, rvu(ouf) = ¢v(rvuf), entdo
rvu : (Kerg)(U) — (Kerg)(V),
¢ (kerg,r) 6 um pré-feixe.

Afirmamos que se F e G sdo feixes, entdo Ker¢ também é um feixe. Para ver
condicao 3., para U = |J,U; C X, se s,t € ker¢(U) tem ry, v(s) = ry, v(t) €
ker p(U;) C F(U;) para todo i, entdo por F ser um feixe, concluimos que
s =t € ker¢(U). Para a condigdo 4., supomos que s; € ker ¢(U;) C F(U;)
satisfazem

T‘g]:iﬂUj,Ui (Si)T‘IZQUJ‘,Uj (s.j)

para todo ¢,j € I. F é um feixe, entdo existe s € F(U) tal que s; = ry, v(s)
para cada i. Fazemos a pergunta de se s € ker ¢(U). O elemento ¢y (s) € G(U)
satisfaz

15,0 (0u(s)) = ov, (17, v () = ¢u.(s:) = 0 € G(Uy).

Por G satisfaz condigao 3., com t = 0 € G(U), concluimos que ¢y (s) = 0, que
s € ker ¢(U) e que ker ¢ é um feixe.

Definir a imagem de um morfismo, como um feixe, é um pouco mais delicado
mas também é possivel. De novo, seja ¢ : F — G um morfismo de feixes. Seja,
para U C X aberto,

(Im@)p (U) = o(F(U)) € G(U).

Com os mapas de restrigdo vindo do feixe G, vemos que (Im¢),, é um pré-feixe
mas nao é necessariamente um feixe.

Para ilustrar isso, considere X = C\{0}, como uma variedade complexa, F = Ox,
G=0%ep=-exp: Ox = O%. Nés usamos o fato de que exp(2mi-) : C — C* ¢
um recobrimento. Temos g € O% (X) dada por g(z) = z. Sejam Uy = C\(—o00,0]
e U_ = C\[0,00), tais que X = U_UU,, esejam g4 = ry, x(g) e g- =ru_ x(9)-
Ui e U_ séo simplesmente conexos, entdo existe levantamentos (holomorfos)
fr:Ur = C, fr € Ox(Uy) tais que

exp(f+) =g+, exp(f-)=g-.
Isso é dizer que g4 € Im(exp)(Uy) e g— € Im(exp)(U-) e
TU_NUL, U (9+) =Tu_nU;,U_ (9—) = TU,mU+,X(g)7

entdo se (Im(exp)),, fosse um feixe, existiria um elemento f € Ox(X), f: C* —
C, tal que exp(f(2)) = z, o que é impossivel por C* ser simplesmente conexo.
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Definigao 4.9. Seja F — G um morfismo de feixes. O feixe imagem Im¢
é definido pelo seguinte. Para U C X, (Im¢)(U) C G(U) é o subgrupo dado
pela condicdo que g € (Im¢)(U) se e somente se para todo = € U, existe uma
vizinhanga V € z e fy € F(U) tal que ¢v (fv) = rvu(g).

Observamos que Im¢ é um sub-feixe de G.

Definigao 4.10. Seja ¢ : F — G um morfismo de feixes de grupos abelianos. O
mapa

U GU)/¢u(F(U)) = coker(dy)

com restrigdes v,y : coker(¢y) — coker(¢y ) induzidas pelas restri¢oes em G
define um pré-feixe, chamado o pré-feixe co-nucleo e denotado por coker(¢).

Para qualquer pré-feixe F podemos definir um feixe associado F a F. Dado
UCX,oeF({U) se e somente se

o:U— U?m,

zelU

tal que o(z) € F,, para todo z € U, e tal que para todo = € U, existe uma
vizinhanga V' C U de z e uma se¢ao do pré-feixe s € F(V) tal que o(y) = s € Fg,
para todoy € V.

Exercicio 4.1. Seja ¢ : F — G um morfismo de feixes. Seja coker¢ o feixe
associado ao pré-feixe co-niicleo de ¢. Demonstre que uma secio o € coker¢(U)
é equivalente a:

e Uma cobertura {Uy} de U =, Ua,
e Elementos o, € F(Uy,) tais que em cada U, N Ug,
Salvanus = 0lUanUs € QULnUs (F(Ua NUg)).

Definicao 4.11. Seja ¢ : F — G um morfismo de feixes.

1. ¢ é injetivo se Ker¢ = 0, ou se é igual ao feixe trivial. Isso é equivalente a
ker ¢y = {0} para todo U C X.

2. ¢ é sobrejetivo se Im¢p = G.
3. A composic¢io de morfismos
F2gSn

é uma sequéncia se 1) o) = 0, o que é equivalente a Im¢ C Ker, ou que
Im¢y C keryy para todo U C X. A sequéncia é exata no ponto G se

Im¢ = Keri).
4. Uma sequéncia
0—F-25¢-5H—0

é uma sequéncia exata curta se for exata nos trés pontos. Isso é dizer,
no ponto F, temos Ker¢p = 0. No ponto G, Im¢ = Kery), e no ponto H,
Imyp =H.
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Exemplo. Para X uma variedade complexa, consideramos a sequéncia
3 ex
0—Z——0x 2B 0% —0.

Aqui, 7 é o mapa de inclusdao de fung¢oes localmente constantes, com valores
em Z, em fungoes holomorfas. Esse morfismo é injetivo. O mapa exp manda
uma funcio f para exp(2mif). Se, para f € Ox(U), 2™/ =1, entdo f(z) € Z
para todo z € U. Isso é dizer que f € Z(U). Entao, a sequéncia é exata nos
pontos Z e Ox. ParaU C X e f € O%(U), sejax € U e V C U uma vizinhanca
simplesmente conexa de x. O mapa exp : C — C* é o recobrimento universal,
entao existe um levantamento g : V. — C

tal que exp(2mig) = f|v, entdo f € (Imexp)(U), e a sequéncia é exata em O%.

Exemplo. Seja X uma variedade complexa. Consideramos &%?, o feixe de
(p, g)-formas suaves em X, e Q% , o feixe de p-formas holomorfas em X. Isso é
dizer, Q% = Ker 0, considerando 0 : éo)]é,o — é”)’;’l um morfismo de feixes. Temos
uma sequéncia exata longa

i o d
0— O 5 &P0 S5 gt S g2

Essa sequéncia é exata no ponto Q% pois i é a inclusdo de formas holomorfas em
formas suaves. E exata em @@);?0 pois Ker 0 é por definicio a imagem da inclusao
anterior. No ponto &% para ¢ > 0, se o € £¢7(U) satisfaz da = 0, entdo para
qualquer z € U, seja V C U um polidisco em coordenadas locais. Entao, pelo
d-Lema de Poincaré, existe 5 € &297 (V) tal que 98 = aly. Entio d = Imd e
a sequéncia é exata em todos os pontos. Isso foi a motivacao para a longa prova
do O-Lema de Poincaré.

Seja

229 = fer{: 6D — £29Y,
Z2U) = {a€&PIU) | da =0},

para todo U C X aberto. Entao, temos sequéncias exatas curtas
. _

- -1 8
0— 2207t Ly gR7H 2 2P0 0,
Deixamos como um exercicio mostrar que isso é exata.
Exemplo/Exercicio. Seja X uma variedade complexa e V' C X uma subvar-
iedade complexa suave. Seja Zy C Ox o feixe de fungoes holomorfas em X que

se anulam em V. Entao mostre que a sequéncia seguinte é exata.

O—>I\/—i>@X—>Ov—>O.
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s . A . . P .
Exercicio. Demonstre que a sequéncia de feixes G — H — 0 é exata se e
somente se para todo z € X o homomorfismo de grupos

QQCMHI—M)

é exato. Demonstre que essas condigoes valem se e somente se para todo
x € X, todo o(,) € H, pode ser representado por um duplo (V, oy ) para V uma
vizinhanga de x e o € H(V) tal que oy = ¢y (7y) para algum 7y € G(V).

4.2 Cohomologia de Cech

Para comecar, descrevemos um problema geométrica para motivar as defini¢coes
de cohomologia. Seja S uma superficie de Riemann e seja {p;} um subconjunto
discreto de pontos distintos em S. Esse conjunto é finito se S é compacta.
Suponha que para cada um desses pontos, temos uma parte principal. Isso é
um germe em p; de uma fung¢ao mermorfa, ao menos adi¢do por uma funcao
holomorfa. Em coordenadas centradas em p;,

gﬁ, an—1

a
oix) =+ gt ?1 + holom..

Isso ¢ um elemento do quociente Mg p, /Os.p,, onde Mg . é o caule de germes
de fung¢oes meromorfas em p;.

Fazemos a pergunta de se, dado os pontos {p;} e as partes principais {o;}, existe
uma fungdo meromorfa o € M(S) em S, que é holomorfa em S\ {p;} e tal que
o induz a classe 0; € Mg,,/Og,p, em cada p;. Isso se chama o problema de
Mittag-Leffler. Esse problema obviamente tem uma resposta positiva localmente.
Em U = S\ {pi}, 0 = 1 satisfaz as condigbes, enquanto para num disco
suficientemente pequeno e centrado no ponto p;,

Gp—1
anl

an a
oi(z) = 5 + +~--+j,

fornece uma solucao. Intepretamos a solvabilidade gloabl do problema algebrica-
mente. Sejam U = {U,} uma cobertura aberta de S, tal que haja ao méximo
um ponto p; em cada U,, e fungdes f, € Mg(U,) que dao solugdes locais em
U,. Entao sejam

fﬁﬁ ::jﬁ "fb S C)S(U@ ﬁljg)

Entao, nas triplo-intersegées U, NUg N Uy, fap + fay + fya = 0. Também, nds
vemos que se é possivel encontrar fungoes holomorfas g, € Og(U,) tais que

faB:ga_gﬁ €1 UamUﬁa

o que é um problema parcialmente analitico e parcialmente combinatoério, entao
o problema de Mittag-Lefler admite uma solugdo. Especificamente, se fog =
fo — f3 =9a —gs em U, NUg para todo a e f3,

fﬁ — Ja ::jb — 98-

Por Mg ser um feixe, esses dados locais determinam uma func¢ao global que,
como as fungoes locais f, tem as singularidades desejadas. A cohomologia de
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Cech é uma uma maneira de estudar coerentemente diversas feixes e os problemas
combinatoriais relacionados com coberturas.

Sejam X um espago topoldgico e F um feixe em X. Seja U = {U;}ic; uma
cobertura aberta de X, indexada por ¢ € I. Definimos

Uiy, = UipNUyN---NU;,
para ig,...,i € 1.

Definicao 4.12. Uma k-co-cadeia de Cech, com respeito a U, é uma colecio
f = (fi..in,), para ig, i1, ...,i, € I distintos, onde fi .4, € F(Ui, N---NU;,).
Isso é,

fectury = [ Fwi,n---nu).
iyt

distintos

Definimos o operador de co-bordo
§:C*U,F) — CFY U, F).
Para f = (fiy..i,) € C*U, F),

(6f)i0mik+1 € ]:(Uio n---N Uik+1)’
k+1 .
(6f)7;0---ik+1 = Z(_l)J (flO{;Zk+1)
=0 Uig...igo 1

onde ¢; significa retirar esse termo da lista para sobrar apenas k + 1 indices. A

restri¢ao -|u;, . ,, , ¢ de uma k + 1-vez interseqao para uma k + 2-vez intersecao.
Para k=0
5§ : C'U,F)— C'U,F),
6oy = fvlvav — fuluav.
Para k =1,

5§ : C'U,F)— C*U,F),
(bg)vvw = gvw —guw +guv,
restritas para U NV NW.
Definicdo 4.13. Um k-co-cadeia o € C*(U, F) é um co-ciclo se o = 0.

Observamos que se 0 = (0y,...;,) ¢ um co-ciclo, entao
Oig..cigige1-irn — —Tig..igqy1ige..ik"

Definigao 4.14. ¢ é um co-bordo se o = 7 para algum 7 € C*~1(U, F).

Proposigao 4.15.

2 =0:C*U,F) — C*2 U, F).
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A demonstragdo é um exercicio, ndo muito dificil. Seja
Z8U, F) =ker{s : C*U,F) = C* (U, F)},
o grupo de k-co-ciclos, com respeito a cobertura U e com valores no feixe F, e
BYU,F) = Im{s:CF U, F)— C*U,F)},
o grupo de k-co-bordos. Entdo 62 = 0 implica que B*(U, F) C Z*U, F).
Definicao 4.16. O grupo quociente

ZFU, F)

HUF) = Frw )

é chamdo o k-éssimo grupo de cohomologia de Cech com coeficientes em
F e com respeito a cobertura U.

O caso k = 0 tem uma realizagio mais concreta. B°(U, F) = 0 pois C~ (U, F) =
0. Se o = (0;) € Z°(UU, F), para o; € F(U;), entdo

0: (50’)ij :O'j — 0

em U; N Uj, para todo i,j € I. Isso é dizer o4|u,nv; = 0j|lu,nu;. F € um feixe,
entao existe um a tnica & € F(X) tal que o; = 7|y,. Logo, temos

HUF)=2°U,F) = F(X)

é igual ao grupo de segoes globais (em X) do feixe . Em particular, independe
da cobertura U. Para k = 1, temos

Z'U.F) = {{fiy € FUNUj)Yiger | fis + fin + fui =0},
B' U, F) = {{fij=gilv, — gilv, }Yij | 9 € F(Us)},

como vimos no problema de Mittag-Leffler.

Consideramos agora como esses grupos variam com uma mudanca da cobertura.
Sejam V = {Vo}taea e U = {U;}ier duas coberturas abertas de X. V é um
refinamento de U se para todo o € A, existe i € I tal que V,, C U;. Nesse caso,
existe um mapa r : A — [ tal que V,, C U,(4). r induz uma aplicacao

o CHUF) — CEOLF),
((prf)ao...ock = fr(ao)...f(ozk)|Va0ﬂ»--ﬂVuk € ]:(Vao n---N Vak>-

Fazemos a observagao quase tautoldgico, que @, 0§ = 4 o p,., ou que o seguinte
diagrama comuta :

CRU,F) —— C(U, F)

= =

CE(V,F) —2 CH1(V, F)
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Isso implica que ¢,.(Z*(U) C Z*(V) e ¢.(B*(U) C B*¥(V) e que ¢, induz um
homomorfismo dos grupos de cohomologia

7 HYU, F) — H(V, F).

O mapa r : A — I nao é unicamente determinado. Se 71,7y : A — I satisfazem
Vo € Upj(a) Para j = 1,2, obtemos mapas ¢, ¢r, : C*U,F) = C*(V, F).
Afirmamos que induzem o mesmo homomorfismo em cohomologia. Mais pre-
cisamente, existem, para cada k > 1, um homomorfismo Ay : C’k(bﬂ]:) —
C*=1(V, F) tal que, no diagrama seguinte,

—— CF I U) 2 CRU) —2 CHYU) ——
| ot |
—— CFLY) 2 R (V) 2 CHHL(Y) ——
nés temos
Pri — Pry = 6V o Ay + Agy10 5.
Exercicio. Encontrar uma férmula explicita para Ay que satisfaz essa relacéo.
Proposicao 4.17. Os mapas ¢, € ¢r, determinam o mesmo homomorfismo
$=r = or,  H*UF) — H*(V, F).
Demonstragao: Para [f] = [f + dg] € H*(U, F), onde §f = 0, definimos
or; [f1 = [, f1 = lor; + 0(0r;9)];
e o f —r, [ =0(Arf), entao [, f] = [¢r, f] € ¢ é bem definido.

Agora, relembramos que o conjunto {U/} de coberturas abertas de um espago
topolégico é um conjunto direcionado e, pela Ultima proposicao, a familia de

grupos de cohomologia H* (U, F) com respeito as coberturas diferentes forma
um sistema direcionado de grupos abelianos.

Definicdo 4.18. O k-éssimo grupo de cohomologia de Cech de X com valores
no feixe F ¢é o limite direto

HN(X, F) :=lim H*(U, F).
—
Qbservamos que para toda cobertura U, temos um homomorfismo H* Uu,r7) —
HR (X, F).
Um lemento de H*(X, F) é representado por:
e Uma cobertura U = {U;} de X, suficientemente fina,
e Um co-ciclo 0 = (04,..4,) € C’k(u,f), 6o = 0.

Dois duplos (U,0) e (V,€) determinam o mesmo elemento de H*(X,F) se,
em algum refinamento comum W de U e V, ¢,(0) — ¢, (§) = dg, para algum
g€ CkW, F).

Mencionamos dois pontos importantes rapidamente.
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1. O Teorema de Leray diz que se a cobertura U = {U;} satisfaz H*(U;, N
s Uip,]-') = 0 para todo tg,...,i, € I e para todo k > 0, entao

HY (X, F) = H*U,F)

para todo k. Isso é, temos um critério para representar o limite direto por
um grupo explicito.

2. Existem varios isomorfismos entre os grupos de cohomologia de Cech, para
certos feixes especificos, com outros grupos de cohomologia, como os de
De Rham ou Dolbeault ou os grupos de cohomologia singular.

4.3 Sequéncias Exatas

Sejam F e G feixes no espago topoldgico X e seja ¢ : F — G um morfismo. Para
U = {U;} uma cobertura aberta de X, ¢ induz um homomorfismo

¢u 1 CF (U, F) — CH(U.G),
Se f = (fig...ir.)s (D f)ig...ir, = U,y ., (fio...i) € G(U;y N ---NU;, ). O homomor-

fismo em co-cadeias é definida pelos homomorfismos nos grupos em (k + 1)-vez
intersegoes. E quase tautoldgico que § o ¢, = ¢, 0 d, e isso implica que ¢ induz
um homomorfismo em cohomologia

b.: H*(X,F) — H(X,G).
Entéo, sejam F, G e H feixes em X que juntam-se numa sequéncia exata curta
0—F-25¢-%Hn—o.

Ent&o, pela discuss@ao acima, obtemos uma sequéncia de homomorfismos de
grupos

HR(X, F) 25 B5(X,G) 25 H*(X,H)

mas isso pode ser estendida com um homomorfismo 8, : H*(X,H) — H*t1(X, F)
de modo de obter uma sequéncia exata longa dos grupos de cohomologia. Primeiro
construiremos .. Os morfismos ¢ e 1 induzem homomorfismos nos grupos de
co-cadeias, para qualquer cobertura U,

[ [ s
CHU,F) —2— CRU,G) —2— CF U, H)

Ls l& Ls (1)
CHIU,F) =2 OF YU, G) —Ls CH LU, H)

I ls ls

Utilizando o exatiddo da sequéncia de feixes, e os homomorfismos em co-cadeias,
podemos definir um homomorfismo canénico

8t HYN(X,H) — H*Y(X, F).

Seja & € H*(X,H) = lim H*(U,H) um elemento representado por um duplo
(U,0 = (044, ), onde do = 0.
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Lema 4.19. Seja o € CF(U,H) um co-cadeia em X, com valores em H e
com respeito a cobertura U. Entao, existe um Teﬁnamento V de U tal que
0,0 =Y. € CF(V,H) para alguma co-cadeia o € C*(V,G).

Demonstragao. O espaco X é por hipdtese para-compacto, entdo qualquer
cobertura admite um refinamento localmente finita, Supomos entao que U é
localmente finita. Logo, para todo x € X, existe um conjunto finito I,, C I tal
que z € U; somente se i € I,,. Em particular U, =) U; é uma vizinhanca
aberto de x.

i€l,

Seja o € C*(U,H), 0 = (045, ) Para o4y...;, € H(Usy N---NT;,). O germe em
x de 0y,...;, € igual a zero se algum dos indices 7o, .. ., %, nao estd pertencente a
I;. O homomorfismo %,) de germes ¢ sobrejetivo, logo se i, ..., ix € I, temos
Tigewin(2) = V(@) (Tigerin,(x)) PaATa algum 7, ..;, () € Gz, € pelo Exercicio ***,

Tigirlv, = YV (Tigein,z)

para Tiy....,,» € G(V), em alguma vizinhanca V, de x. Em particular, podemos
supor que V, C U,. Nessa maneira, temos uma cobertura V = {V, },cx de X,
que é um refinamento de U. Logo, temos um mapa r : X — I, tal que V,; C U,
para todo x € X.

Define o co-cadeia a € C*(V,G), com a = (..., ), POT
Qggeop, — Tr(ro)-ur(xk),xo|onﬂ~~-ﬂVIk = TVzoﬂ“-ﬂVIk,Vzo (Tr(rg)-ur(rk),:co)
Entao ¢, é dado por

(w*a)mowk = wvwgm'“mvwk (Tvmom"'ﬂvxk7vw0 (TT(IO)"'T(zk)!EO))’

= TVIOO--AﬁVzk Vo (u)VIOﬂ---ﬁVzk (T'r‘(fo)“'?"(ltk),.’to))?

TV Vi, Voo (Tr(20)--r(ar))

= ((pTU)momwk

como desejado.

Assim, na diagramav(l), o elemento 7 € H*(X,H) pode ser representado
por uma co-cadeia o € C*(U,H), onde o = 1),T, para T € C*U,G). Aplicamos
Sate.(0T) =06(.7) =00 =0, e éT € kerp, C CFH(U,G).

Lema 4.20. Seja 0 — F N g 5 H uma sequéncia exata curta de feizes em
X e seja U uma cobertura aberta de X. Entao a sequéncia de grupos abelianos

CHU,F) 25 CF U, G) L5 CH U, H)
€ exato mo termo de meto.

Demonstragao. Seja 7 = (74,..4,) tal que Yy, n..nu;, Tig-ip = 0 para todo
10, . . . t,. Bscrevemos Uy =U;, N---NU;, e 71 = T4y...;, . Entao, pela definicao
do feixe imagem, para cada I, existe uma cobertura {V,} de U; e se¢oes locais
fra € F(V,) tal que

TI|V.1 = ’(/}Va (f[,a) S g(Va)
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Mas ¢ ¢é injetivo, entao em V,, N V3,
T1lvanvs = Ovanvs (fralvanvs) = ovanvs (f1.8lvanvs),
fralvanvs = fralvanvs.

F é um feixe, entdo as segoes locais {fr.} juntas definem uma tnica se¢do
fr € F(Ur). Pode ser visto por um argumento parecido que ¢y, (f1) = 77.

Entéo voltamos para a construcio do mapa em cohomologia. Temos 7 € C*(U, G)
e 61 € C*1 (U, G) que satisfaz 1, (67) = 0. Logo, existe u € CF1(U, F) tal
que ¢up = 07. Temos ¢, (0p) = 6(p.p) = 0(67) = 0, entdo por ¢, ser injetivo,
o = 0. Com isso nés demonstramos parte do préximo teorema.

Teorema 4.21. Seja 0 - F = G — H — 0 uma sequéncia exata curta de
feizes em X. Entao, para todo k > 0, existe um homomorfismo

6t HY(X,H) — HFTY(X, F)

definido por, para o € H*(X,H) representada pelo par (U,c) como acima, 6,o
¢ representada por (U, ).

Em particular, a classe de cohomologia d,.a € Hk(X, F) é independente de
escolha da cobertura U, ao menos refinamentos, e da co-cadeia T tal que Y. 7 = 0.

A demonstracao da ultima afirmacao da independéncia das escolhas é deixado
como um exercicio.

Teorema 4.22. Seja 0 — F R g KA H — 0 uma sequéncia exata curta de
feizes em X. Entao, a sequéncia de grupos de cohomologia

s MY H) S MK, F) LS JMNXG)
Ly FR(XH) S HRY(X,F) — -
€ exata em todos os pontos.

Demonstragao. Consideramos a classe [o] representada pelo k-co-ciclo o.
Supomos, refinando suficientemente a cobertura, que ¢ = 9,7. Entao vimos
que 0T = ¢, u, para algum k + 1-co-cadeia u € C"“‘l(u,}'). Entao, defimos
S.[0] = [u]. Se [u] = 0, entdo u = da para alguma a € C*(U,F). Seja
B = ¢.a € C*(U,G). Entao

68 = 6(pea) = bu(ba) = b = b7

e logo 7 =17 — 3 é um co-ciclo : 47 = 0, e define-se uma classe de cohomologia
[7] € H*(X,G). Assim, pelo fato de que 1 o ¢ = 0,

UaT = PuT — PuPux = YT = 0,

e [0] = 9.[7]. Isso mostra exatiddo no ponto H*(X,H). Os outros casos sao
parecidos.

Exemplo. Seja Z uma superficie de Riemann. Temos os feixes Oz de fungoes
holomorfas e Mz de fung¢des meromorfas em Z. Seja PP = Mz/Oz o feixe

47



quociente. Entao os dados do problema de Mittag-Leffler em Z é de uma segao
global f € PP(Z) = H°(Z,PP). O que Mittag-Leffler pergunta é se existe uma
funcao meromorfa global em Z, 0 € My(Z) = H°(Z, Mz) que determina a
secao f conforme o mapa

H(Z, Mz) 25 HO(Z,PP).
Esse mapa ¢ induzida pela sequéncia exata curta

0—>OZ—>MZi>Mz/OZ—>0

cuja sequéncia longa é
— (2, My) 25 B(Z,PP) 25 HY(Z,05) — .

Entao um dado de Mittag-Leffler, sendo uma parte principal global f € PP(Z)
estd na imagem de [, que é dizer que existe uma solugao do problema, se e so-
mente se 8, f = 0 € H'(Z,Oz). Podemos verificar que nesse caso (0uf)ij = fi—1;
e isso é zero em H'(Z,0z) se (6.f)i; = gi — gj, para g; € Oz(U;). Como na
descrigao inicial do problema de Mittag-Leffler, vemos que uma solugao global é
dado por f = f; — g;, em cada U;.

Exemplo. Seja X uma variedade complexa e Z C X uma subvariedade com-
plexa. Consideramos os feixes Ox de fungées holomorfas em X, Oz de fungdes
holomorfas em Z e Z, de fungbes holomorfas em X que se anulam em Z. Obtemos
uma sequéncia exata curta

0—Z; — Ox — Oz — 0.

Observamos que esses feixes sao consideradas no espago topoldgico X. Por
exemplo, para U C X aberto,

Oz(UNZ) se UNZ#0,

OZ(U){{O} se UNZ=10.

Oy é o feixe quociente Ox /Zz em X. Uma pergunta natural é sobre a extend-
abilidade de func¢ées holomorfas de Z para X. Dada uma funcao holomorfa f em
Z, serd que existe uma funcao holomorfa global o em X tal que f = o|z. Uma
fungao holomorfa em Z define uma segao global, em X, do feixe Oz. Temos
fe04(X)=H'X,0z). A sequencia exata curta induz uma sequéncia exata
longa em cohomologia

0 — HO(X,T,) — H°(X,0x) - H(X,0,) 25 HY(X,T;) — .
Entdo, f = 0|z € Im(r) se e somente se 6,(f) =0 € H'(X,Zz). Nio falaremos
mais sobre isso agora, mas se Z C X é uma hiper—superfl’cie (ou mais geralmente
um divisor) podemos entender bem o grupo H'(X,Z).

4.4 Os isomorfismos de De Rham e de Dolbeault

Seja X uma variedade diferencidvel. Para k > 0, seja &% o feixe de k-formas
suaves em X. Temos

EX(U) =T(U,A*T*X).
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Proposigao 4.23. Para todo p > 1, H?(X, &%) = {0}.

Observamos que isso nao é o grupo de cohomologia de De Rham. Esse é o grupo
de Cech, com coeficientes no feixe éa)’?

Demonstragio. Seja [o] um elemento de H?(X, &%) representado pela cober-
tura U = {U;}ier € p-co-ciclo 0 = (0y,...i,), Para oy,...;, € 5§(Uio n---NU,)
com do = 0. Supomos que U é localmente finita. Seja {p;} uma particdo de
unidade subordenada a cobertura U/. Isso é dizer que

1. supp(p;) C U; para todo j € I,

2. para todo z € X, z € supp(p;) para apenas finitamente elementos j € I.

3. Zj Pj =1.
Seja, para ig,...,ip—1 € 1,
Tig-vip_1 = — ijajio...ipfl S 5§(Um n---N Uip—1)7
Jjel
T = (Ti()"'ip—l) S C’p_l(u7®ﬂ§).

Inicialmente a forma p;oj;,...;,_, € definida apenas em U; NU;; N---NU;,_, mas
estende-se (por 0) para U;, N---NU;,_,. Entdo

(6T)igi, = Z(—l)lTio...;,..iP,

Agora, 6o = 0 implica que (60)jiy...i, = Tigi, + 2opo(—1)Tlo, =~ . =0.

it iy
Isso pode ser substituido na expressao anterior para mostrar que

(57’)2'04..% = E pjo—iomip = Uio---ip'
J

Logo, Bp(u,g)’g) =7P(U,E8) e HP (X, &%) =0, como desejado.

Proposigao 4.24. Seja X uma variedade compleza e &7 o feize de (p,q)-
formas suaves em X. Entao, se k > 1,

H*(X, 689 = 0.
A demonstracao é igual, sé utilizando uma particao de unidade.

Agora colecionamos alguns fatos sobre varios grupos diferentes de cohomologia.
Sejam X uma variedade diferencidvel e Z o feixe de funcoes localmente constantes
com valores em Z. Entdo, afirmamos que para todo k > 0,

H*(X,z) = HE (X,7).

sing
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O grupo a esquerda é o de cohomologia de Cech com valores em Z. O grupo a
direta é de cohomologia singular, que é um objeto fundamental de uma variedade
diferencidvel, e é muito estudada na drea de topologia algébrica. A demonstracao
disso é omitida.

Sejam X uma variedade diferencigvel e d : &%(X) — &FT1(X) a derivada
exterior em k-formas. Temos d?> = 0. O k-éssimo grupo de cohomologia de
De Rham ¢ definida por

ker{d : &F(X EFI(X ZhX
) 10 £ _ 230

Seja R o feixe de fungoes reais localmente constantes.

Teorema 4.25. (Isomorfismo de De Rham) Os grupos de cohomologia de Cech,
com valores em R, sdo isomorfos aos grupos de cohomologia de De Rham. Isso
€, para todo k > 0,

H*(X,R) = HEL(X).

Um fato que utilizaremos (sem demonstracdo) é o Lema de Poincaré : Se
B(0,7) € R", entdo para todo k > 1, H5,(B(0,7)) = {0}. Isso é dizer que se
a € &F(B(0,7)) satisfaz da = 0, entdo existe 8 € &¥~1(B(0,7)) tal que o = df.
Deixaremos isso como um exercicio.

Proposicao 4.26. Seja X uma variedade diferencidvel. Sejam &% o feize de
k-formas suaves em X, para k >0, e Z% o feive de k-formas suaves d-fechadas
em X. Primeiro, observamos que para k =0, 2} = R. Entdo, para todo k > 1,
a sequéncia sequinte é exata
0— 2t Lygkt L zk 0

Demonstragao. A prova é quase tautoldgica. A inclusao de formas fechadas
em todas as formas é obviamente injetiva. No segundo ponto, o nicleo de d
é exatamente a imagem de ¢, pela definicao de chfl. A exatidao no terceiro
ponto segue pelo Lema de Poicaré. Para uma k-forma fechada o em algum
conjunto aberto U C X, para qualquer ponto z € U, existe uma vizinhanca V'
de z difeomorfa a B(0,1), na qual a|y = dS. Isso é dizer que a € Imd(U) como
desejado.

Demonstracao do Teorema 4.25 Primeiro observamos que para k = 1, a
sequéncia

0—>R—i>é"§i>z)1( —0.

A sequéncia exata curta de feixes na Prop. 4.26 induz uma sequéncia exata
longa dos grupos de cohomologia de Cech, com abuso de notagao ébvio,

% — % - d 7 Sx 77 — 7 -
0— H°(Z;7") — HO(&") == H(Z)) = HY(2]7") — H'(¢y ") =0.

Com isso podemos concluir primeiro que d, é sobrejetivo. Além disso, HVO(Z;“() =
2% (X) é o grupo de k-formas fechadas, globalmente definidas em X e HO(&y ")
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é o espaco de todas as k — 1-formas em X. Logo
n(zy) | HO(Z%)
kerd,  Im(d) ’
ker{d : &F(X) — &1 (X)}
d&F—1(X) ’
= HZ;R(X)'

Y (Zh 1

As sequéncias exatas curtas 0 —» Zf_i — c?)]?_i — Zg‘“‘l — 0 induzem
sequéncias exatas, lembrando que H’(é’)j() = {0} parai >1,
i k—1 s i k—2
0— HY(Z5Y) = H*(2}7%) —0,

0— HAF1(2h 25 gz —o,

entao todos os homomorfismos d, sao isomorfismos e
Hin(X) = B2y = B2 (2572 = . = A(28) = B*(X,R).

Utilizaremos esse isomorfismo, e o de Dolbeault, constantemente, até o ponto de
identificar os grupos e deixar o “check” da notagao.

Agora, sejam X uma variedade complexa de dimensao n e &4'7 o feixe de formas
suaves de tipo (p, ¢). Para v C X, um elemento o € &¥'%(U) admite a expressao

o= E aUdzI/\dZ‘],
1,0

somando apenas sobre multi-indices I e J de comprimentos p e g respetivamente.
O operador 9 define um morfismo de feixes

9: ERT— s
A cohomologia de Dolbeault de bi-grau (p, q) é o quociente

_ ker{0: &PYX) — LX)}

HPY(X =
o 065" (X)

Para ¢ = 0, 0 é dado localmente por

n

éa:ZZ%de/\dzl.

I j=1

Os elementos dz7 Adz! definem uma base para AP! para cada ponto = no dominio
da carta, entdo da = 0 se e somente se day /0% = 0 para todo j =1,...n, o
que é equivalente a todos os coeficientes locais a serem fungoes holomorfas.
Uma (p, 0)-forma no niicleo de d é chamada uma p-forma holomorfa. O feixe de
p-formas holomorfas ¢ denotado por Q% = ker{d : &2° — &2},
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Teorema 4.27. (Isomorfismo de Dolbeault) Seja X uma variedade compleza.
Entao, para todo p,q > 0, existe um isomorfismo

HY(X, Q) = HE(X).

Demonstracgao. A prova é muito parecida com a do teorema de De Rham. J&
vimos que o 0-Lema de Poincaré implica que
i i i o -
0 ;qu i—1 1360);;,:1 i—1 Zg,q i 0
é uma sequéncia exata curta, para todo 0 < i < g — 1. Também, observamos
0% =220 L énci 1 homolog da
que = Z5" . Logo, as sequéncias exatas longas em cohomologia nos dao

. HO(2B7)
1 171 ~Y 8 JE— 9,
HNET = iy = "X

T ,q—t ~ IT q—i—1
HY(2p9) = H7™H (P,
para todo 1 < i < ¢ — 1. Logo,

) ~ T 9—1\ ~ 77 ,0 ]
HEYX) = H' (257 7) = HY(X, 257) = HY(X,0%).

4.5 Aplicacoes

Agora podemos considerar algumas aplicagoes elementares desses resultados.
Todos os resultados podem ser generalizados, mas o que veremos vai servir para
justificar e motivar o que ja vimos sobre feixes e cohomologia.

Definigcao 4.28. Seja M uma variedade complexa. Um subconjunto X C M
é uma hipersuperficies analitica se para todo p € M, existe uma vizinhanca
U C M de p e uma fun¢éo holomorfa fy € Ox(U) nao identicamente nula tal
que

UNX =Z(fu)={zeU| fu(z) =0}

Teorema 4.29. Para M = C" ¢ X C C" uma hipersuperficie analitica, entdo
existe uma funcao inteira f € Ocn (C™) tal que X = Z(f).

Esse resultado serd o ponto final de uma discussao maior. Seja X C M uma
hipersuperficie analitica. Entdo X é um subconjunto fechado. Se p ¢ X, pode
pegar U = M \ X, aberto, e fy = 1. Entéo Z(fy)=0=(M\ X)N X.

Parape X, f € Om(U), com p € U. O anel de germes Oy, ¢ um dominio de
fatoracao tnica, entao

£ = hbe i

para f; € O irredutivel, com k; > 0 e h(p) # 0. Os fatores f; sdo unicamente
determinadas ao menos troca de ordem e multiplicacao por unidades. Suponho
que k; = 1 para cada i, porque isso ndo vai afeitar o (germe do) conjunto Z(fy).
Para algum ponto ¢ € U e uma outra vizinhanca V' C M, com uma outra
funcao g € Op (V) tal que XNV = {ax € V | g(xz) = 0. O germe de g em ¢
tem uma decomposicao em irredutiveis 9,= h'.g1---gn- Os germes f; iniciais
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sao coprimos em p, logo sao coprimos em todo ponto numa vizinhanca de p,
logo pode ser supostos coprimos no ponto q. Pelo Nullstellensatz Fraco, g, se

anula em ﬁq, entao ﬁq divide g, para todo i e logo Lz divide g. Pelo mesmo
argumento gq| iq para todo g € U N'V. Concluimos que o divisor é nao-nula e

g c 0L, UNY)

sdo funcoes localmente definindo a hipersuperficie X. Estendendo isso, se X C M
é uma hipersuperficie analftica, entao obtemos uma cobertura aberta U = {U;},
fungodes f; € Op(U;) escolhidas tais que X NU; = Z(f;) e tais que

gi; = fi/fj € O3 (U NU;).
As fungoes g;; satisfazem
e gii=1em U,
® gij = gj_i1 em U; NU;,
] gjkgi_klgij =lem U;NU; NUy.

Interpretamos essa ultima condi¢do como g = (g;;) sendo pertencente ao grupo
de 1-co-ciclos de Cech em M, com valores no feixe Oy;:

9= 9(9i5) € ker{d : C* (U, O}y) — C*(U, O}y)}
Isso induz um elemento do grupo de cohomologia

 ker{d: CY(0})) — C*(O}}
~ Im{0: C9%0O%,) — CLHO%)}

e logo um elemento que denotamos por [X] € HY(M, O3%,).

H'(U,03)

Consideramos a sequéncia exata curta
exp
0—Z— Oy — Op — 1.

Obtemos uma sequéncia exata longa em cohomologia
o — HY (M, Z) — HY(M, Op) &85 HY (M, 0%y) 25 HA(M,Z) —> -+ - .
Agora podemos voltar para o exemplo onde M = C". Esse espaco é contrativel,
entao H'(C",Z) = H?*(C",Z) = {0}, e logo exp, ¢ um isomorfismo. Além disso,
H(C", O¢n) & Hg’l((C") = {0}, pelo isomorfismo de Dolbeault e o J-Lema de
Poincaré. Assim, concluimos que
HY(C",Of.) = {1}.

A classe de cohomologia induzida por uma hipersuperficie analitica [X] €
H!'(C", O¢.) é dada pelo par (U, o = (0i;)), onde o;; = fi/ fj € Oca(U; NU;).
Pelo elemento em cohomologia ser trivial, temos, depois de refinar a cobertura,

Ji 9;

= (6g)y =2

i g
em U; NUj, para g; € Of.(U;). Logo ¢, f; = g;f; em cada U; NUj, o que implica

a existéncia de uma fungao holomorfa f € O(C") tal que f|y, = g:f: e logo tal
que X = Z(f).
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5 Fibrados Vetoriais

5.1 Um resumo rapido sobre fibrados vetoriais complexos
Seja M uma variedade diferencidvel de dimenséao (real) n

Definicao 5.1. Um fibrado vetorial complexo de posto k£ € N é uma var-
iedade diferencial E com uma aplicagao sobrejetiva w : E — M que satisfazem
as condigoes seguintes.

1. Para todo = € M, existe uma vizinhanca U de x e um difeomorfismo
¢:m YW U) — U x CF

tal que m = 7 0 ¢, onde 7y : U x C¥ — U é a projecdo sobre o primeiro
fator. Isso é, temos uma diagrama comutativa

T %chk

\/

2. Para (U, py) e (V, v ) dois desses difeomorfismos, as composigoes oy ogp(/l
satisfazem

<on<p‘_,1:UﬂV><(Ck — UNV xCF,
(x,v) +— (x,g9uv(x)v),

onde gyy : UNV — GL(k,C) é uma aplicacao suave tomando valores no
grupo de automorfismos lineares de C*.

Podemos verificar que a primeira condicao implica que oy o <p(,1 Dz, v) = (2, w)
onde v — w é um difeomorfismo de C*. Na segunda condicdo pedimos que
esse difeomorfismo seja linear em CF, e que varie suavamente com o ponto base
x € UNV. Os mapas gyy sao chamados as funcgoes de transigao do fibrado.

Exemplo. O primeiro exemplo é de um produto E = M x C*, com projecéo so-
bre a primeira fator. Isso vamos chamar um fibrado vetorial trivial. A primeira
condigao na defini¢cdo acima é que todo fibrado vetorial é localmente (em M)
trivial. Uma aplicagao ¢ do tipo na definigao serd chamada uma trivializacao
local do fibrado.

Exemplo. Seja M uma variedade diferenciavel e T'M o seu fibrado tangente.
Como sugerido pelo nome, TM tem a estrutura de um fibrado vetorial (real). Um
elemento X € T, M é uma derivagao em germes de funcoes em 7(X) =p € M,
assim definindo a aplicagdo 7 : TM — M. Seja (U, x) uma carta de coordenadas
em M. Entdo, para todo p € U, {8/8xz|p} ¢ uma base para T, M e X escreve-se
unicamente como X = Y, B%a para a* € R. Definimos

<pU;7T_1(U) — U x R"™,
9
X:zi:axial — (p

I
3
—~
s
<

~
I
—
S
—
Q
3
~—
~—
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Consideramos v € R" como um vetor de coluna vertical. Se (U, vy = (2°)) e
(V4 = (y7)) sdo duas cartas de corrdenadas,

wu oy (p,v) @ < 0 ai)
U \% ; = U i )
i Ay p
o | 0zd
= $Yu Z ai iaz )
o oz’ » y

= (p,w = Jac(¥y o Yy, )v),

entdo nesse caso o fibrado pode ser trivializado nos mesmos subconjuntos abertos
que sao os dominios das cartas das coordenadas, e as funcoes de transi¢do sao
dadas por

guv = Jac(vy oy t) oby : UNV — GL(n, R).

Seja w : E — M um fibrado vetorial complexo numa variedade diferenciavel.
Seja U = {U;} uma cobertura de M e p; : 7~ (U;) — U; x CF trivializacoes de
E, com fungoes de transigao g;; : U; N U; — GL(k, C).

Proposicao 5.2. As funcoes {gi;} satisfazem

e g;; =1d € GL(k,C) em U;,

® gij = gﬁl e, Uy NUj,

® gij - 9ix = gir em U; N U; N Uy.
Demonstragao. Provamos apenas a tltima dessas afirmacoes. Temos

piop;topjopt(z,v) = wiop, (z,0),
p; 0 80;1(3%9]‘1@ v) = (2,95 - gjk - v) = (@, gik - V),

e logo gi; * gjk = Gik-

Seja w : E — M um fibrado vetorial complexo de posto k. Para cada ponto
x € M, o conjunto E, = 7~ *(x), que chamamos a fibra de E em z, naturalmente
admite a estrutura de um espaco vetorial complexo de dimensao k. Seja ¢ :
7 Y (U) — U x C* uma trivializacio local de E, numa vizinhanca U de x. Para
&, 1 € By, definimos € + u = ¢~ (&) + p(1)), aqui identificando (&) = (z,v)
com v € CF.

Proposigao 5.3. A soma &+ u € E, € bem definida independente da escolha
de trivializacao local.

Definigcao 5.4. Um fibrado vetorial complexo de posto k£ = 1 é chamado um
fibrado de linha (complexa).

Definicao 5.5. Sejam FE, F fibrados vetoriais em M. Um morfismo de £ em
F é uma aplicacao diferenciavel o : E — F' tal que

1. g = 7 o0,
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2. 05 : B, — F, seja linear, para todo x € M;
3. o posto de o, independa do ponto z € M.
Um isomorfismo de fibrados é um morfismo bijetivo.

Fazemos a pergunta de como criar novos fibrados a partir de antigos. As duas
maneiras principais para fazer isso é por mudar a base M ou por mudar as fibras
E,.

Seja f : M — N uma aplicacao suave entre duas variedades diferencidveis. Seja
m: E — N um fibrado vetorial em N de posto k. Seja

"M ={(z,v) e M x E| f(z) =7(v) € N}.

Também consideramos a aplicagdo 7 : f*E — M por 7(x,v) = z. Afirmamos
que o duplo (f*E,7) determine a estrutura de um fibrado vetorial complexo em
M de posto k.

Exercicio. Utilize o teorema de fungao implitica para mostrar que se dim N = n,
f*E é uma subvariedade suave de M x E de codimensao n. Demonstre f*FE
é um fibrado vetorial complex complexo de posto & em M. Demonstre que
se m : £ — N pode ser trivializado em U C N, entao f*F — M pode ser
trivializado no conjunto aberto f~*(U) C M. Se E ¢é trivializado em U e V, e
f*Eem f~1(U) e f~1(V), relacione as funcdes de transicio para E e f*FE.

Exemplo. Seja v : [0,1] — M uma curva suave em M. Entdo podemos
considerar o fibrado v*TM — [0, 1],

VT M T™M

! !

0,1] —— M

Uma segao de v*T'M (cuja definigdo veremos em breve) é muitas vezes chamada
um campo vetorial ao longo da curva .

A segunda maneira de construir novos fibrados vetoriais é continuar com a
mesma base mas mudando a fibra por cima de cada ponto. Sejam E e F' fibrados
vetoriais em M, de postos k e [ respetivamente. Podemos construir fibrados
vetoriais

1. E® F — M, tal que a fibra seja dada por (E @ F), = E, & F, para todo
x. Esse é chamado o fibrado soma direta de F e F e é de posto k + [;

2. E®Q F — M, cujas fibras sao (E® F), = E, ® F, e que é de posto kl;

3. E* - M tem (E*), = (E;)* e é de posto k. Esse fibrado é chamado o
fibrado dual de E.

4. N'E — M é o fibrado cuja fibra no ponto z € M é (A‘E), = AY(E,).
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Definigao 5.6. Seja w : E — M um fibrado vetorial complexo em M. Uma
secao de F, definida no subconjunto aberto U C M é uma aplicacao o : U — E
tal que o(z) € E, para todo z em U. Isso é equivalente a 7 o 0 = Idy. Uma
secao ¢ suave se for suave como uma aplicagao entre variedades diferenciaveis.
Denotamos por I'(U, E) o conjunto de segoes suaves de F em U.

Observamos que I'(U, E) é um espaco vetorial. Além disso, é um mdédulo sobre
o anel de fungodes suaves complexas C*°(U, C). I'(+, E') é um feixe de C37-mdédulos.

Uma secao do fibrado tangente w : TM — M é também chamado um campo
vetorial. Uma secdo do fibrado E = A¥T*M — M é uma k-forma em M. Uma
secdo do fibrado trivial E = M x M x C¥ — M é um mapa o : M — M x CF tal
que o(z) = (z, f(x)), para alguma funcio f : M — CF. Nesse caso identificamos
a secado o e a funcgao f.

Definicao 5.7. Sejam — M um fibrado vetorial complexo de posto ke U C M
um subconjunto aberto de M. Um referencial de ¥ em U é uma familia
(ordenada) {o1,...,0%} de segbes o; € I'(U, E), tal que para todo = € U,
{o(z)}r_, é uma base de E, = 7 !(z)

Se ¢ : 7Y (U) — U x CF é uma trivializagao local de E, e se {e1,...,er} é a
base canénica de C*, definimos

o U — 7 YU),
oi(z) = p N, e;) € B,

Conforme a estrutura de E, como um espaco vetorial, {o;(z)} é uma base.

Voltamos para a discussao de fibrados associados. Sejam FE e F' fibrados vetoriais
em M, de postos k e [ respetivamente. Supomos que ambos deles podem ser
trivializados nos conjuntos abertos U, C M. Com respeito a essas trivializagoes,
sejam {gap : Uo NUg — GL(k,C)} e {hag : Us NUs — GL(I,C)} as fungdes de
transi¢ao. Entao,

1. o fibrado E @ F pode ser trivializado em U,, com fungoes de transicao

Gap 0
( o ) € GL(k +1,C).

2. E® F tem fungoes de transicio g.p € GL(C* ® C')

3. A'E tem funcdes de transicio Alg,s € GL(A'CF).

4. Por exemplo, para i = k = rk(F), A*E é um fibrado de linha e tem funcdes
de transigao

det(gap) € GL(1,C).

5. O fibrado dual E* tem funcdes de transicao

(90p)" : Ua NUz — GL(k;, C).
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Demonstramos apenas a tltima dessas afirmacdes Se ¢ : 771 (U) — U x CF ¢
uma trivializagao, {o;(x) = ¢~ !(z,e;)} é uma base induzida para E,. O espaco
dual E? admite a base dual ¢’ € Ef, para i = 1,...,14, tal que £(0;(z)) = 1
ou 0, conforme se i = j ou ¢ # j. Para duas trivializacdes ¢, e @g tais que
@aogpgl(x, v) = (z, ga.p(x)v). Temos duas referenciais locais {o®} e {07} vindos
das trivializagbes. Se gag = g = (gi;), ent@o as bases se relacionam por

O';-B = Z qugji.
J
As bases duais {e},} e {}} sdo, entdo, relacionadas por
£ = D_=hdu
J
ou que
eh=> eb(lg™")"ji-
J

Isso implica que as fungoes de transicao para o fibrado dual E* sdo dadas pelas
fungdes, definidas em Uy N Ug, hag = (9.5)"-

Exemplo. Seja X uma variedade complexa e T*X o fibrado tangente holo-
morfo. Em sistemas de coordenadas holomorfas (2%) e (w?), nés temos

0 9 owl

9zt - wi 9zt

As funcoes de transicao sao dadas pelos Jacobianos dos trocos de coordenadas.
No fibrado A0 = (T19X)*, o fibrado dual cujos elementos sdo co-vetores de
tipo (1,0). Localmente temos

; .07
dzt = E dw’ —.

- ow’

J
Em qualquer variedade complexa X, existem varios fibrados vetoriais natural-
. 1.0 .
mente associados a X, como , por exemplo, 710X, Ay e ARY. De interesse
. 4 0 . 4 . N . .

particular é o fibrado A'y", onde n = dime X. Isso é a maior poténcia exterior

(ndo-nula) de Ai(’o. As fibras de A&’O tem dimensdo (') = 1, entdao é um fibrado
de linhas em X. Cada fibra é gerada por uma (n,0)-forma dz' A --- A dz". Para
dois sistemas de coordenadas (z,) e (2}),

1 n 8223 1 n
dzg N+ Ndzg = det @ dzo N+ Ndzg,

entao as fungoes de transicao sao dadas por

0z

azlﬁ —1 *
gap =det | — | =det(T(2a025")) : Ua NUg — C".
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A’;(’O é chamado o fibrado candénico de X, e é tipicamente denotado por Kx.
Esse fibrado é de alta importancia em geometria algébrica e em superficies de
Riemann.

Seja E — M um fibrado vetorial, com trivializaces g : 71 (Uy — Uy x CF
e funcoes de transicdo gag : Uy NUs — GL(k, C). Podemos entender se¢bes de
E em termos dessas trivializagdes. Para o € I'(E) uma se¢do de E, 0 : M — E,
consideramos

Yoo :Uy, — U, xCE,

para alguma funcio f, : U, — CF. Nas interse¢des U, N Ug,

paoo(z) = @aops opgoa(x),
Pa © @El(xa fs(@)),
(z, fa(z)) (@, gap (@) f3(2)).-
Dado trivializagoes (Uy, ¢o) de E como acima, uma secao de E é equivalente a

uma familia de fungoes {f, € C=(U,, C*)} tal que em toda intersecio dupla
U,anNUg, fo = gapfs-

Exercicio. Determine a relagao de colagem de sec¢oes locais para os fibrados
E®F,Hom(E,F), E* e AFE*.

5.2 Fibrados vetoriais holomorfos

Para um fibrado vetorial ser complexo é somente uma condigao sobre as fibras
serem espagos vetoriais complexos, mas nao impoe uma condigao sobre a base
do fibrado. A base pode ser uma variedade real ou complexo mas, a principio, a
condig@o sobre as trivializacoes é somente de suavidade. Agora consideramos
fibrados vetoriais holomorfos, que sao necessariamente definidos em variedades
complexas.

Definigao 5.8. Seja M uma variedade complexa. Um fibrado vetorial holo-
morfo em M é um fibrado vetorial complexo 7 : E — M, que satisfaz as
condicoes:

1. F é uma variedade complexa.
2. w: E — M é uma aplicagao holomorfa.

3. (E, ) é equipado com uma familia de trivializagoes £ = {(Uq, ¢a)}, com
M = |, U,, tal que as aplicagoes ¢, : m 1 (Uy) — U, x CF sejam
holomorfas.

Observamos que a terceira condi¢ao implica que as fungoes de transicao
induzidas pelas trivializagdes gop : Uy N Ug — GL(k,C) s@o holomorfas, con-
siderando o grupo GL(k,C) como uma variedade complexa.
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Exemplo. Seja M uma variedade complexa, com cartas locais z, : U, —
24(Uq) € C™. O fibrado tangente holomorfo T1%M admite referenciais locais
0/0z%}, que satisfazem

n
&B Zj é
entdo as funcdes de transicdo sdo gag = J(2q © zgl) ozg em UaNUg. Isso é
uma funcéo holomorfa, entdo T1%M é um fibrado holomorfo.

Exemplo. O fibrado candnico é Ky, = A}V’IO. Ja vimos que admite fungoes de
transicao gos = det(J (zq ozgl))_l, o que é holomorfa, entdo Kj; é naturalmente
holomorfo.

Exemplo. O Fibrado Tautolégico em P". Seja [ um ponto em P", o que
é dizer que | é um subespaco vetorial de dimensao 1 em C"*!. Seja A 5 P" o
fibrado vetorial dado por 7=1(I) = A; = [, considerada como uma linha. Entao,
dim(l) =k =1e A é um fibrado em linhas. Mais precisamente,

A=A{(p,v) €C" x C"™" | v € p}.

Exercicio. Demonstre que A é uma subvariedade complexa de P™ x C*+1,

Consideramos a aplicagao m : A — P* w(p,v) = p. Entdo, para cada o =
O, ;7, temos Uy = {[z°: 52" | 2% # 0} CP". Sel = [2] € Uy, entdo
(Z U AT j—Z) é uma base da linha | = [¢]. Para qualquer elemento
elg, v )\5 , para algum A € C. Definimos
Yo :m N Uy — Uy xC,
<,0a(l71)) = (l, )‘)7

ZO o
A 70(""71""’70‘ )
z z

e logo A = v* e o (l,v) = (I,v*). Para considerar as fungoes de transi¢ao do
fibrado, trocamos trivializacao ¢ para ¢g. Em U, N Ug, 2%, 2P +£0,

se v=X

«
1 z z¢ B "
LA = Al —=, oy —, .1, — ,
B
2% [ 20 a 2P z"
= I, A 1 — —
b ZB O(’ b b ?Za7 ,Za

Logo, a0 pa(l,v) = (1, z—Z)\) As fungoes de transigdo sdo

Jap : UaﬁUﬁ — (C*,

ZC!

gas(i2) = 5.

Isso é holomorfa em U, NUg e A é um fibrado em linhas holomorfo.
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Seja E — M um fibrado vetorial holomorfo. Uma se¢do o : M — E é holomorfa
se for holomorfa como um mapa de variedades complexas. Se ¢ : 7= 1(U) —
U x C* é uma trivializacdo holomorfa, temos referencial {oy,...,0}, para

Uj(x) = 30_1(x’€j)'

Entao ¢ holomorfa implica que as o; sao holomorfas. Para qualquer outra segao
holomorfa em U, ¢ tem a forma

k
o(x) =Y 0j(0)f(a) € B
j=1

para uma func@o holomorfa f = (f!,..., f¥): U — CF. O conjunto de secoes
suaves de E em U C M é denotado por I'(U, E). O conjunto de segoes holomorfas
de E, no conjunto U, é Oy (U, E).

Ja estudamos formas diferenciais em variedades complexas e vimos que para
todo p,¢ > 0, AR/ é um fibrado vetorial complexo. Seja E — M um outro
fibrado vetorial complexo.

Definicao 5.9. Uma (p, ¢)-forma com valores em E é uma se¢ao suave do
fibrado AR? ® M. O conjunto de (p, q) formas com valores em E serd denotado
por

EPI(M, E) = T(M, AV ® E).

Observamos que se E = M x C é o fibrado em linhas trivial em M, AR/ @ E = AD?
e uma (p, q)-forma com valores em F é uma (p,q)-forma. Localmente, num

conjunto U que suporte uma carta de coordenadas e uma trivializagao holomorfa
de E, ® € &P1(M, E) admite as expressoes

k
Zz.fjajaa ®d2'“ A--dz? AdZIVA - /\dzjq’
a=11,J

E 00 ® WY,
«@

para {o,} um referencial local de E e f{; fungdes suaves, ou w® (p, g)-formas
suaves.

)

J& vimos o operador 0
d:EPIM) — EPIT(M).

Podemos definir um outro operador parecido, agindo em formas agora com
valores num fibrado holomorfo. Seja E um fibrado vetorial holomorfo. Entao
definimos

d:6P4(M,E) — &P (ML E).

Para o € &P1(M, E), entao localmente em algum conjunto aberto U, o =
22,05 ® w’, onde {0} é um referencial local holomorfo de E e w’ € &P4(U).
Definimos

5(7:20j®5wj.

J
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Proposicao 5.10. O operador O em E satisfaz as sequintes propriedades.
1. O é bem definido, independente do referencial {o;}.
2. 0°=0,

3. Seq=0, 00 =0 se e somente se ¢ é wuma se¢io holomorfa do fibrado
holomorfo E ® Aﬁf.

Demonstracgdo. Se {o}} é um outro referencial holomorfo, entéo
/ f— . ..
Jj - O—Jg]’u
J
para funcoes locais holomorfas g;;. Entao
’ r_ _ /
0, Qw; = 0j Quw; = 0§ ® GjiW;,
i j ij
o § : ’
IOgO7 Wj = gjq;wi,
i

e, Ow; = Z((égﬁ) Aw} + gji0w)) = Zgjiéwz’-.

%

a

Logo,
Z(Tj ®5wj = Zajgji ®(’§w; = ZU: ® 50.);,
J Ji i

e 0o é bem definida. O segundo ponto na proposicao ¢é evidente. Para o terceiro,
para

o = Zf}oj@)dzl,
g1

_ of]

Ji .k
Observamos que {o; @dz* Adz!} é um referencial local suave do fibrado complexo

- o ,
E ® AP, entdo o = 0 implica que os coeficientes % =0, e logo as fungoes f7

sao todas holomorfas, e ¢ é uma secao holomorfa.
Assim, o conjunto de secoes holomorfas, locais ou globais, de E é o niicleo de O:
Om(U,E) = ker{d : &°(U,E) — &% (U, E)}.
O espago de p-formas holomorfas, com valores em E é
QP (M, E) = ker{0d : &°(M,E) — &P (M, E)}.

Denotamos por Oy (E) o feixe de se¢oes holomorfas de E e QF,(E) o feixe de
p-formas holomorfas com valores em F.
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5.3 Conexoes e Curvatura em Fibrados

Seja m: E — M um fibrado vetorial complexo. Uma métrica Hermitiana em
FE é uma familia de produtos interiores Hermitianos

hy : B, X B, — C,

para todo x € M, variando suavamente com . Isso é, se v,w € E, = 7 1(x) e
AeC,

1. he(v,w) = hy(w,v),
2. Mg (v,w) = he(Av,w) = hy (v, dw).
3. h(v,v) >0 e h(v,v) =0 se e somente se v = 0.
A condigao de suavidade pode ser entendida pela maneira seguinte.

4. Se {o;} é um referencial local suave, as funcoes locais
hij(x) = he(0i(z), 04(x))
sao suaves.
Um referencial {o;}, definido em U C M, é unitério, se para todo z € U,
1 i=j
hy(oi(z),0;(x)) = 7
(o), 75(a) {0 o

Pelo argumento de Gram-Schmidt, para qualquer € M, existe um referencial
unitario definido numa vizinhanga de . Uma outra defini¢ao equivalente de uma
métrica Hermitiana num fibrado é o seguinte. Consideramos o fibrado vetorial
real Herm(E) dado como o subfibrado do produto tensorial complexo E* ®c E*
de elementos h que satisfazem Ch = h, para um certo automorfismo real C.
Uma métrica Hermitiana em E é uma se¢ao suave de Herm(FE) que é positivo
definido em todo ponto.

Definicao 5.11. Uma conexao no fibrado vetorial complexo FE é uma aplicacao
linear

D:&%M,E) — &M, E)
que satisfaz a regra de Leibniz, que para f € C*°(M,C) e 0 € &°(M, E),
D(f-o0)=df®c+ f- Do.

Proposicao 5.12. Sejam D uma conexao em E e U C M um subconjunto
aberto. Se a se¢io o € E°(M, E) tem suporte no conjunto U, entdo o suporte de
Do também € contindo em U.

Omitimos a demonstragao desse resultado elementar. Uma consequéncia disso é
que podemos diferenciar secoes locais e descrever uma conexao localmente. D
pode ser restrita para uma aplicacao linear

D:&%U,E) — &Y(U, E|p)
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para qualquer subconjunto aberto U C M. Seja {ej, ..., e} um referencial para
E no conjunto aberto U C M. Entdo, De; € £°(U, E|y), e

61=Z€j®9g,
J

onde 9{ € &1(U) é uma 1-forma definida em U. Para qualquer secio local
o€ &YU,E), temos o = Zle e;0', para o' € C°°(U,C) fungdes suaves. Entao

Do = Z D(ejo) = Z ((De;)o' +e; @ do'),
= Zej®950i+26i®dai,
i i

k
= > @ |dot+) 0o
i j=1
1

Entdo se uma secao local o ¢é localmente dada pela funcio a = (o', ..., 0"%)* com
valores em C¥, considerada como uma vetor de coluna, entdo Do é identificada
com da + fa. Uma conexao é, localmente, determinada pela derivada exterior
mais um termo dado por uma matriz de 1-formas. A matriz 6 é, por sua vez,
determinada pelo referencial local {e;}.

Em geometria Riemanniana, a conexao de Levi-Civita V em T'M ¢ localmente
determinada por seus simbolos de Christoffel Ff», tal que

ar 8963 Z g 8xk

Relacionamos isso com a expressao anterior ao escrever como

0 0 k
Vour = 2 © <ZF df‘f)
e a matriz 0 = (6%) é nesse caso 0% = 3, I'}da’.

Sejam
Yo T N Us) — Uy xCF,
op:m 1 (Ug) — UgxCF,

trivializacgoes locais do fibrado vetorial complexo 7 : E — M. Assim, obtemos
referenciais locais {e$} e {ef } em U, e Up respetivamente. Os referenciais sdo
relacionadas em U, N Ug por

k
_ a1
—§ € 9;
=1

onde as funcdes de transicdo sdo gog = (gf) : Uy NUg — GL(k, C). Dada uma
conexao D em F, cada referencial determina uma matriz de 1-formas da D :

=Y e ™), Del =Y el ® (0%
J J
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Entao,
Deiﬁ = Zef@(eﬁ)g,
J

= Y efagd o0,
7l

= D (Z 6?‘g§> :
l

= D @0 g+ e @dgl.
gl l

Entéo, as matrizes de 1-formas em U, NUg, onde ambas sao definidas, satisfazem
gaﬁ’eﬁ = aaguﬂ + dga,Ba
9,8 = ggﬁlaaga,@ + g;ﬁldgaﬁ-

De modo muito parecido, temos um resultado reciproco.

Exercicio. Seja 7w : E — M um fibrado vetorial complexo, com trivializagoes
{(Uq; o)} cobrindo M. Sejam gop as fungdes de transigdo para essas trivi-
alizagoes. Suponha que em cada aberto U,, temos uma matriz de 1-formas
0% € &1(U,, gl(k, C)) que satisfazem

96 = g;éeagaﬂ“v—g;ﬁldgaﬂ

em U, N Ug. Entao, demonstre que existe uma tnica conection D em FE tal que,
localmente em U,, De® =37 ef @ (6%)].

Definigao 5.13. Seja h uma métrica Hermitiana no fibrado vetorial complexo
m: E — M. Uma conexao D em F é compativel com h se para todas as
segoes 0,7 € (M, E),

dh(o,7) = h(Do,T) + h(o, DT).

Essa condigao vale se e somente se para todo x € M e para todo X € T, M um
vetor tangente (real),

Xh(o,7) = h(Dxo,7)+ h(o,DxT).

Notamos que se M é uma variedade complexa, essa condicao vale se para todo
vetor tangente complexo X € T,M ® C,

Xh(o,7) = h(Dxo,7)+ h(o, DxT).

Supomos de novo que M é uma variedade complexa. Em 1-formas nés temos a
decomposicao

1 1,0 0,1
NT*M = Ay @ Ay,

em que, por exemplos, dz® = 1/2dz* + 1/2dz*. Entdo, no produto tensorial de
fibrados

Ay, RE=AP"RE0A) ®F.
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Assim, o espaco de secdes desses fibrados decompode-se como &'(M,E) =
EYO(M,E)® &%Y(M, E). Logo, se D é uma conexao em E, D : §%(M,E) —
EYM,E) = EY(M,E)DE" (M, E), entdo podemos considerar os componentes
de D = D' @ D%! dos dois sumandos. Pelo outro lado, se E é um fibrado
vetorial holomorfo, entdao também existe o operador 0:

d:8°(M,E) — &% (M, E).

Definigao 5.14. Uma conexao D é compativel com a estrutura holomorfa
de E se

D' =9:8%M,E) — &M, E)
Fazemos a observacao de que se o € &°(M, E), entao

o é uma secao holomorfa,
& do=D%0¢=0,
< Do é puramente de tipo (1,0),
& Dxo=0 forall X ¢ TOM.

Um resultado fundamental da geometria Riemanniana é da existéncia da conexao
de Levi-Civita. Essa conexao é compativel com a métrica no fibrado tangente
e cuja torsao é identicamente nula. Com essa conexao, temos uma maneira
unicamente determinada de diferenciagao. Um ponto para observar é que a
torsao é somente definida no fibrado tangente. Em outros fibrados vetoriais,
nao temos um jeito canonicamente determinado para diferenciar. A proposigao
seguinte nos da um resultado parecido, para fibrados vetoriais holomorfos em
variedades complexas.

Proposigao 5.15. Seja 7 : E — M wm fibrado vetorial holomorfo, com uma
métrica Hermitiana h. Entao, existe uma unica conexdo D em E que é compativel
com a métrica h e também compativel com a estrutura holomorfa de E.

Essa conexao é chamada a conexao de Chern do fibrado holomorfo Hermitiano
(E,h).

Demonstragao. Primeiro mostramos a unicidade da conexao. Supomos que

uma conexao D existe. Em uma trivializacio local ¢ : 7~ 1(U) — U x C*, com
uma referencial local holomorfo {eq,...,ex}, temos

De; = Zej [ jS7
J

onde § = (6,;) é uma matriz de formas de tipo (1,0). A conexao é compativel
com a métrica, entao seja h;; = h(e;, e;), €

dhij = h(De;,e;) + h(e;, Dej),
— Z hier ® Ori,e;) + Z h(ei, ex @ Oxj),
- k
8hij + 5hij = Hkihkj + hikék:j'
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Igualando os termos de tipo (1,0 e de tipo (0,1), temos dh = 0'h, ou que
6 = (Oh - h=1)t. Isso é dizer que as duas condicdes de compatibilidade determi-
nam unicamente a expressao local da conexao, entao uma conexao satisfazendo
as condicoes deve ser unica.

Para mostrar a existéncia de uma conexao com as propriedades desejados, sejam
{(Uq, ¢) trivializagoes holomorfas de E cobrindo M, com fungoes de transi¢éo
gap definidas em U, NUp. Entao temos fungoes de matrizes h® = (h;) em cada
U, e podemos definir formas 0% = (0h® - (h*)~1)!. Uma conta rdpida mostra
que em U, NUg temos

9,3 = g;éaagaﬁ +g;51dgaﬁv

entao as formas 6% determinam uma conexao em FE. Pode ser verificado que
essa conexao é compativel com a métrica h e com a estrutura holomorfa.

Um caso importante é de um fibrado de linhas. Seja 7 : L — M um fibrado de
linhas holomorfo, com uma métrica hermitiana h. L é trivializada por uma secao
holomorfa local e € Oy (U, L) que nao anula-se em U. A matriz h;; = h(e,e)
é nesse caso somente uma funcao positiva suave em U. Para quaisquer seg¢oes
locais 0 = f.ee T = g.e,

h(o,7) = h(f.e,g.€) = f,g.h(e,e).

A conexdo de Chern é localmente dada pela forma § = Oh.h™!, observando que
para k = 1 temos 6 = 6, o que simplifica como 6 = Oh.h~! = dlog h.

Exemplo. Consideramos o espago projetivo M = P™ com o fibrado vetorial
trivial de posto n 4+ 1, E = P x C"*!. Uma secdo o de E pode ser identificada
com uma fungao f : P* — C"*, por o(l) = (I, f(I)). Temos nesse caso a
conexdo trivial Vo = (I, df;) € &1(P, E), que escreveremos como V = d. Assim,
observamos que V%! = 0 e a conexdo trivial é compativel com a estrutura
complexa trivial. Se colocamos a métrica Hermitiana em E = P" x C"*1,

h((l,v), (l,w)) = v - w,

entdo vemos rapidamente que V = d é a conexéo de Chern de (E, h).

Exemplo. Um segundo e mais importante exemplo é do fibrado tautolégico em
M =P". Sejam:A — P" o fibrado dado por

A={(l,v)eP"xC" |vell

Entao, Ay = 7= 1(I) =1 C C"*!, e temos que A é um sub-fibrado do fibrado
trivial acima. Podemos restringir a cada fibra A; a métrica Hermitiana no fibrado
trivial. Uma secio o € &°(P", A) é uma aplicacdo o : P* — C"*! tal que o(l) € [
para todo ! € P”. A derivada exterior de o,e em [, é um elemento de C**! QTP
mas nao ¢ necessariamente em A; @ T;"P". A derivada direcional Xo € C"*tl em
I ndo é necessariamente um elemento de A; = . Seja m; : C*"*1 — A; CC**Hl a
projegao ortogonal. Definimos uma conexao

V&%) — &Y,
Vo), = m(do).
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Isso é dizer que para X € T)P", Vxo = m(Xo). Um exercicio imediato verifica
que V é uma conexao em A. Localmente, sel € Uy = {[2° : --- 2"] | 2% # 0}, entdo
I=[1:2': - : 2" para um elemento z = (z*) € C" unicamente determinado,
e o vetor v = (1,z) gera a linha [. Consideramos v como um referencial local

holomorfo em Uy. Projegéo ortogonal em [ é dada por m;(€) = (¢, |—f)|>|”7| = %v.
Seja o uma segdo local de A. Entédo em Uy, 0 = f.v = f.(1,z). Temos

do = df.(1,z)+ f(0,dx),
Vo = =n(do)=df.(1,z)+ f
= v® (df +0f),

(0,dx) - (1, )
14+ |z|?

(1>$)a

doizt .
onde 0 = ZH_# Essa 1-forma local pode ser reconhecida como

0 = dlog(1 + |z|?) = dlog|v|*.
Isso é dizer que V é a conexado de Chern do fibrado tautolégico A, com a metrica

Hermitiana h induzida em A como um sub-fibrado do fibrado trivial em P".

Sejam £ — M e F — M fibrados vetoriais complexos numa variedade difer-
enciavel. Sejam V¥ e V¥ conexdes neles. Entdo, sdo induzidas conexdes nos
fibrados vetoriais associados E*, E ® F, Hom(E, F), A*E*, entre muitos out-
ros. Uma segdo o € &°(M, E*) pode ser considerada um homomorfismo de
C*°(M)-mé6dulos
a:EY(M,E) = C®(M),

enquanto uma 1-forma com valores em E, ® € &' (M, E*), é equivalente a um
homomorfismo

®: (M, E) — &Y(M).
Logo, definimos uma conexao
vE &M EY) — &Y(M,EY),
(VZa)(v) = dla(v)) - a(VF)
(

para qualquer v € &°(M, E). Para ® € §°(M,E) e ¥ € §°(M,F), ®® V¥ ¢
EY(M,E ® F), e definimos

V(@ eW) = (Vo) e U+ oo (VIVY) e #1(M,E® F).

Nem toda secao é decomponivel como o produto de se¢oes de E e F', mas
segoes dessa forma geram &Y(M,E ® F) como um C°(M)-médulo. Para
A€ &(M,Hom(E, F)), definimos a derivada como

(Vo A) (v) = VI (A(v)) = A(V ),

para todo v € &°(M, E). O espaco &°(M, A*E*) é gerado por segoes da forma
U =clA---Aek para e’ € £9(M, E*). Definimos
VU = V(A Aeh),
= (VEHAEA A+ A(VE A AP+
e A A (VETER),
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Exercicio. Demonstre que essas sao conexoes e que sao bem definidas. Demon-
stre que se VE e VI sdo as conexdes de Chern, entdo as conexoes definidas acima
sao as conexoes de Chern para as estruturas holomorfas e Hermitianas associadas.

Exercicio. Seja V uma conexao no fibrado E e seja e = {e;} um referencial
local de E em U C M. O fibrado dual de E admite uma trivializagao local
determinado pelo referencial dual e* = {e’}, onde

l( ) 1 sei=y,
el(e; )=
PR 0 sei#j,

em todo ponto p € U. Os elementos {e; ® ¢/} formam um referencial local
para £ ® E* = End(F) em U. Demonstre que se uma conexao V é dado por
Vei=3,e;®0], e

V(Z €;0 Z e; @ (do + Z 0o
entdo a conexdo VF satisfaz VP ¢! = — Zj e ® 0;, ou
VE*(z:eiaz Zej ® (do; —ZG o),

equese =3¢ ® ejAé, demostre que V& =37, ¢; ® e ® B; onde
B =dA+[0,A].

Definigao 5.16. Seja V uma conexao no fibrado vetorial complexo. A cur-
vatura FV de V é a aplicagio multilinear

FV . T(TM)xT(TM)x &(M,E) — &°(M,E),
F;,YO— = vayO' — VyVXJ — V[X,y]O'

Quando nao existe risco de confusao, escrevemos a curvatura como F', ao invés
de FV.

Proposicao 5.17. Para f € C>*°(M), a curvatura satisfaz
Fva,YU = F;,fYU = F)Y,Y(f") = fF)Y,YU'

Demonstragao. A prova é muito padrao e daremos apenas para uma das
igualdades.

F§7fyo = Vx(fVyo— fVyVxo — V[%fy]a,
= Xf-Vyo+ fVxVyo— fVyVxo— v(Xf-Y+f[X7Y])Ua
= [FYyo.

Em particular, isso implica que F'V é um tensor em todos os seus argumentos.

FV . T(TM)xT(TM) x &°(M,E) — &°(M, E)
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¢ um homomorfismo multi-linear de C*° (M )-mddulos, que é anti-simétrico entre
X eY, entdo FV é uma secio do fibrado A*’T*M ®@End(E)) e FY € &%(End(E)).
Em todo ponto x € M, temos uma aplicacao multi-linear

EY :T,M x T,M x E, — E,
que varia diferenciavelmente com x.

Queremos agora dar uma expressao local para a curvatura de uma conexao.
Suponha que e = {ej,...,ex} é um referencial local, definido num conjunto

aberto U C M. Entao Ve; =3, e; @0, ouVye; = >, €07 (X) para X € T, M.
Entao

VxVyei = Vx(e;8(Y)) Vxer0l (V) =e; X (07(Y)),

er (X)0](Y) + ex (X (0F(Y))).

Logo,

VxVye; = VyVxe; — Vixyjei
= e | X(OF(Y)) = V(07 (X)) — 07 ([X, Y]) + 05 (X)07 (V) — 65 (V)] (X) |,

= e | dOF(X,Y) 4+ 0¥ A0/(X,Y)

J

Isso é dizer que se a conexdo é, com respeito a esse referencial, dado por
Vei = Y, ex ® 0F, para 6 = (05) uma matriz de 1-formas em U, entao a
curvatura

F,:E, — N*T:M ® E,
é dado por FVe; =Y, e, ® OF, para © = (OF) uma matriz de 2-formas, onde
O=di+0AN0.

Nos conjuntos Uy, Ug, sejam e® = {e2} e e® = {e} referenciais locais satis-
fazendo e? =2 gy, onde gos = (g7) é a matriz de fungdes de transiciao, em
U, NUg. As trivializagoes determinam 1-formas da conexao 0% € &(U,, gl(k))

e 08 ¢ &1 (Us, gl(k)).

Proposicao 5.18. As matrizes da curvatura ©% e ©F sdo relacionadas em
U, NUg por

o = 9;51 0% - gap-
Isso € dizer, por conjugacdo pelas fungoes de transicdo.

Demonstragao. Escreveremos g = gnp5, e usaremos a identidade d(g~*

) pr—
—dg~! -dg-g~'. Isso segue pois g - g~ = Id implica que d(g-g~ ') = 0 =

dg-g~'+g-d(g™!). As matrizes da conexdo satisfazem

0° = g710% + g~ dyg.
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Logo,
6 = —g7ldggl0%g+g'de%g —g 0" Ndg —g g A g dy,
0°NOP = gTHOYANO%g+ g0 Adg+ g dgg 0% + g Ldg A gL dg.

Entao temos ©F = g=1(df + 0% A 0%)g = g~10%.

Temos muitos usos da curvatura de uma conexao num fibrado vetorial. Podemos
estender e generalizar varias ideias da geometria Riemanniana para esse caso.
Podemos utilizé-la para entender certos tipos de integrabilidade. Pode ser usada
para imitar a construgao da derivada exterior. E ao considerar condigoes adi-
cionais que a curvatura pode satisfazer, obtemos equagoes diferenciais parciais

interessantes cujas solugoes influenciam, ou que sao influenciadas por, a geometria
da variedade.

Proposicao 5.19. Seja V : &°(M,E) — &' (M, E) uma conexdo no fibrado
vetorial complexo E. Para todo k > 0, existe um unico operador

dv : (M, E) — &Y M, E)
tal que,
1. sek=0,dV =V,
2. sec € 89 M,E) ea € (M), com o @ a € &F(M, E), entdo
d¥(oc®a)= (Vo) Aa+o®da.

A multiplicagdo no primeiro termo a direita é o morfismo de fibrados
A:Ex A @AF — B AR

dado por multiplicacao exterior em formas.

Demonstragiao. Um elemento ® € &%(M, E) pode ser escrito localmente como
® =3, e;®al, onde e = {e;} oe um referencial local e o' € &¥(U) sdo formas
locais. Entao definimos

AV = Zei @ (da* + 29; Aab),
i J
onde 6 = (%) é a matriz de 1-formas para a conexao V com respeito ao refer-
encial e. Em duas trivializagoes em U, e Ug, as matrizes de V relacionam-se
por 68 = g;é@o‘gag + g;édgag. Deixamos como um exercicio mostrar que isso
implica que o operador dV é bem definido, independente do referencial local.

Além disso, afirmamos (sem demonstracdo) que dV admite uma expressio

invariante global. Para Xy, ..., X € T'(TM) sdo campos vetoriais, entao
k
(dv@)(XOa"'an) = Z(_l)lel (tD(XOW"yX’L'a"'an))
i=0
+ 3 (—1)i+ﬂ’q>([Xi,Xj],XO,...,E,...,)’Q,...,Xk).
0<i<j<k
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Entao, temos uma sequéncia
0 V., el av, o2 av, 3 av
0— & (F) — & (FE) — &4(E) — 6°(E) — - -

mas (dV)? # 0 por que, por exemplo se 0 € &°(E) =T(E) e X,Y € T(TM),

dV(Vo)(X,Y) = Vx(Vo(Y)) - Vy(Vo(X)) - Vo([X,Y]),
= vayo' — VyVX(T — V[X7y]O',
= F;YU.

Entdo, FV € &%(End(E)) é o impedimento ou a obstrugao de ter (dV)? = 0.

Se V é uma conexdo num fibrado vetorial F, induz uma conexao V¥ no fibrado
End(E), o que estende-se a um operador

d¥ : &%(M,End(E)) — &*T1(M,End(E)).
Proposigao 5.20. (Segunda Identidade de Bianchi)
dVFY =0.
Demonstragao. Para A € £?(M,End(E)) e X, X1, X, € I'(TM),

2
(@Y A) xo x50 = Y (=1)'Vx, (X5, Xp)) = D (=D A([X4, X5], Xi).

0 i<y

Para avaliar (d¥VFY)x.y.z em p € M, suponho que X,Y, Z sdo campos locais
tais que [X,Y](p) = 0, etc. Logo,

(dVFY)x v,z VY ) + V" (FVz.x) + VZU(FY y),
(dVFV)xyzo = Vx(FyYz0)—FyY;(Vxo)+ Vy(F) xo) = F) x(Vyo)
+V2(FYy0) = FXy(Vz0),
VxVyVz0—-VxVzVyo+ 10 outros termos,
0.

Vamos entender essa identidade localmente. Seja e = {e;} um referencial local
em M que determine a matriz § = (#!) para a conexao V. Entao,

Ve, = Zej@)Gf,
J

Fvei = Z€J®@z
J

para © = df + 6 A 0. Por algumas observagbes muito parecidas com o Exercicio
k% acima, vemos que os coeficientes nesse referencial da derivada dY FV sao
dados pela matriz de 3-formas

dO+O0NO—-—ON0 = dINO—ONdO+ON(dO+ONE)—(dO+ONO)ANG,
0.
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Antes de terminar essa discuss@o, enfatizamos que a segunda identidade de
Bianchi vale para toda conexao em qualquer fibrado vetorial. Isso é em contraste
com a primeira identidade de Bianchi, que é valida apenas para conexoes no
fibrado tangente de uma variedade que sao livres de tor¢ao.

Seja (E,h) um fibrado vetorial Hermitiano numa variedade complexa. Uma
conexao em E é compativel com h se para todos o, 7 € &°(M,E) e X € T,M ®C,

Xh(o,7) =h(Vxo,7)+ h(o, VxT1).
Deixamos como um exercicio mostrar que isso implica que a curvatura satisfaz

0= h(F;,Ya, T) + h(o, FYV77').

Em particular, para vetores tangentes reais X,Y € T,M (com X = X por
exemplo) | FPZY define um endomorfismo anti-auto-adjunto de E,,.

Sejam M uma variedade complexa, E — M um fibrado vetorial holomorfo, h
uma métrica Hermitiana em F e V a conexao de Chern de (F, h). A priori, a
curvatura de uma conexao toma valores em &2(M,End(E)), mas para a conexao
de Chern em (FE, h) existem mais restrigoes sobre a curvatura.

Proposigao 5.21. Se 'V € a conexdo de Chern num fibrado holomorfo Hermi-
tiano (E,h), entdo curvatura FN ¢é uma forma puramente de tipo (1,1), com

valores no fibrado End(E). Isso é,
FYV € &YY(M,End(E)).

Demonstragao. Essa condicao é equivalente a F;,Y = 0 se ambos X,Y €
T, M¢ sao vetores de tipo (1,0) ou de tipo (0,1). Numa vizinhanca de um ponto
p € M, seja e = {e;} um referencial holomorfa local e f = {f;} um referencial
unitério local. . Eles sao relacionados por f; =} e;g;i, para g = (g;;) uma
matriz de funcoes suaves. A derivada dos campos satisfazem Ve; = 3 e; ® 65;,
onde §¢ = (05;) é uma matriz de 1-formas de tipo (1,0). Entao, a curvatura
satisfaz FV = ¢; @ ¢/ @ 0f;, onde ©¢ = df° + 6° A 0°. Em particular, notamos
que o componente de tipo de (0,2) de ©° se anula identicamente : (0¢)%2 =
e logo (FV)%2 = 0. A conexdo também e compativel com a metrica h, entdo

)

h(F;YU, 7) = —h(o, FXV?T).
Se X e Y sdo ambos de tipo (1,0), entdo X,Y € Tg’l e FYV7 = 0. Logo

h(FY yo,7) = 0 para todo 0,7 e concluimos que FV € &' (M, End(E)).

Esse resultado pode ser refinado ainda mais. Com respeito a um referencial

holomorfo e = {e;}, a matriza da conexdo de Chern V tem expressdo § =
(Oh.h~1)t entdo,

O = di+0ONn0,
90+ (00 + 6 N 9).

O primeiro termo é puramente de tipo (1, 1), enquanto o segundo é de tipo (2,0)
e logo deve anular-se identicamente. Logo, a curvatura tem a expressao muito
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concreta © = 90 = (9(0h.h~1))t.

Se m: L — M é um fibrado de linhas, com posto k = 1, entao aproveitamos
ao observar que o espago de endomorfismos de um espaco vetorial complexo de
dimensao 1 é canonicamente isomorfo a C, e consiste-se apenas dos escalares. O
fibrado End(L) 2 L ® L* = C e a curvatura de qualquer conexdo em L toma
valores em &2(M,End(L)) = &?(M). Suponha que L é holomorfo e munido com
uma métrica Hermitiana h. Se e é uma se¢ao local nao-nula, assim dando um
referencial local, entdo h = h(e, e¢) é uma funcao positiva ndo-nula. A 1-forma
local da conexdo é § = dlog h e a matriz da conexao é F = © = 99 log h. Isso
implica que

1. A 2-forma F = FV é fechada : dF = 0.
2. iF =i00logh é uma (1, 1)-forma real, pois iF = iF.

3. A funcao log h nio é globalmente definida, mas a forma F = i0dlogh é
bem definida independente da trivializagdo holomorfa usada na defini¢ao.

Exemplo. Seja A — P” o fibrado tautolégico no espago projetivo. No conjunto
U={l=[1:2": 2" |z = (2% €C"}

A pode ser trivializado, com referencial holomorfo e(l) = (I, (1,z)) € A; para
l € Up. O fibrado A herda uma métrica Hermitiana por ser um sub-fibrado de
P" x C™*'. Entao h(e,e) = |(1,z)]> = 1 + |z[>. A forma local da conexao ¢
dlog(1 + |z|?) e a curvatura é F = 9d1og(1 + |z|?). Nés ji vimos essa forma na
discussao de métricas Hermitianas.
iF = i00log(1+ |z]?),
= —i0dlog(1 + |z|?),

= —WFs,

onde wpg é a 2-forma associada & métrica de Fubini-Study em P"™.

5.4 Fibrados de Linha Holomorfos

Agora colocamos mais atencao em fibrados vetoriais holomorfos de posto 1, o
que é dizer em fibrados de linha. Seja M uma variedade complexa e 7 : L — M
um fibrado de linha holomorfo. Suponha que M admite uma cobertura aberta
U = {U,}, e que temos trivializagdes holomorfas ¢, : 7 1(U,) — U, x C
definindo as fungoes de transicao por

@aowgl:UaﬁUﬂ xC — U,NUg x C,

(2,0) — (@ gas(@)0)

As aplicagoes folomorfas gap : Ua N Ug — GL(1,C) = C* determinam g =
(9ap) € CHU, O%;) uma co-cadeia de Cech, com valores no feixe O%,. As fungoes
satisfazem

® Joo =1l em U,,

® §og = gg; em U, N Ug7
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® GaB 9By Gya =1 em Uy NUgNU,.

Essas sao exatamente as condig¢oes para o co-cadeia g ser fechada no sentido
da teoria de Cech : (69)agy = gpy9ardas = 1, € 6g = 1 € C*(U,03;). Um
fibrado de linhas holomorfo determine um co-ciclo de Cech, e logo uma classe

9] € H'(M,0F)).

Pelo outro lado, suponha que U = {U,} é uma cobertura aberta de M e que

g = (gap) € Z*(U,0%;) é um 1-co-ciclo de Cech com respeito a U. Entao,

podemos construir um fibrado de linhas em M que realiza esse co-ciclo como
suas fungoes de transicao. Consideramos o conjunto

|_|(Ua x C)

(03

com relacdo de equivaléncia que Uy x C 3 (x,v) ~ (y,w) € Ug x C se e somente
sex =y € UsNUg ev=gas(y)w. Entdo, deixamos como um exercicio mostrar
que o conjunto de classes de equivaléncia

L(U@@xCO/N

[0

admite a estrutura de um fibrado de linhas holomorfo, que admite trivializagoes
em U, e cujas funcoes de transi¢do sao as gag-

Suponha que L e L’ sdo fibrados de linha holomorfas, determinados por co-ciclos
de Cech {gag} e {has}, e que temos um isomorfismo de fibrados ¢ : L — L/
entre eles. Supomos que os fibrados admitem trivializagoes nos mesmos conjuntos
abertos U, C M. O isomorfismo ¢ é um biholomorfismo

L—* I

N

tal que ' o p = 7 e tal que ¢ : L, — L. seja um isomorfismo linear para todo
x € M. ¢ é uma secao global do fibrado holomorfo Hom(L, L"), entdao pode ser
escrita em termos das suas fungoes de transicao. Em particular ¢ é dado por

uma familia de fungoes {f, € On(Ua)} tais que fo = haﬁg;éfg. Além disso,

por ¢ ser um isomorfismo, as funcoes f, ndo tem zeros e temos, em U, N Ug,

9o = hasy

Isso é dizer que os cociclos de L e L’ determinam a mesma classe de cohomologia
em H'(M,O%,;). Por um argumento muito parecido, se [g] = [h], os fibrados sdo
isomorfos, entdo podemos concluir que o grupo H (M, O*) é identificado com o
conjunto de classes de isomorfismo de fibrados de linha holomorfa em M.

Defini¢ao 5.22. O grupo de Picard Pic(M) de M é definido como o grupo
de classes de isomorfismo de fibrados de linha em M, com produto dado por
produto tensorial. Pela discussao acima, Pic(M) é isomorfo a H'(M, O3%,).
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Ja vimos que a sequéncia exata
0—Z— 0y — 0Oy —1

induz uma sequéncia exata longa em cohomologia
HY(M,0p) — HY (M, 0%y) 2 H*(M,Z) — H' (M, Op) — ---

Para um elemento [L] € Pic(M), seja g = {gap} um co-ciclo de fungdes de
transicao para o fibrado L, com respeito a uma cobertura & de M. Supomos,
depois de refinar a cobertura, que todas intersecoes U, N Ug sao simplesmente
conexos. Por isso podemos definir o 2-co-cadeia

1
hag = Tm log(gag) S OM(UQ n Uﬁ).

Entao, seja f = 6h € C*(U,Oyy),

fapy = hgy—hay+ haﬁ‘UamU[mUn, :

Observamos que nao podemos simplificar mais por que nao existe comunica¢ao
entre os ramos diferentes do logaritmos. Porém,

exp(2mifapy) = eloggﬁve,loggweloggaﬁ =1.

Logo f € C*(U,Z) e f = 0. A definigio de d.[g] = [f] € H*(M,Z).

Definigao 5.23. Para L um fibrado de linha holomorfo em M, determinado
por um co-ciclo g = {gap}, definimos a primeira classe de Chern de L por

ci(L) = d.[g] € H*(M, 7).

Em particular, d, é um homomorfismo entre os grupos de cohomologia, e a
estrutura de grupo de Pic(M) é induzida pelo produto tensorial de fibrados, nés
temos ¢, (L ® L) = ¢1 (L) + 1 (L)).

Exemplo. Ja vimos que para o espago projetivo complexo M = P™,
° ﬁl(P",Opn) =0,
o H*(P" Opn) =0,
o H?(P",Z) = 7.

Logo, a sequéncia exata longa induzida pela sequéncia de Euler é, nesse caso,

0 — Pic(P") —Z — 0

e todo fibrado de linha holomorfa em P™ é unicamente determinado, ao menos
isomorfismo holomorfo, por sua primeira classe de Chern.

76



6 A Teoria de Chern-Weil

6.1 Polinomios Invariantes e Formas Fechadas

Para comecar, consideramos um espago vetorial complexo V' de dimensao finita.
Seja p : V — C um polinémio homogéneo em V' de grau k. Entdo p(Av) = \¥p(v)
para todo A € C ewv € V. p é equivalente a uma aplicagao k-multi-linear
peSym*(VH CV*®---@V*

p:Vx--xV—=C

definida por p(v1,...,vr) = %6%1 . a%khzoﬁ()\lvl + -+ Agvg). Dado forma
simétrica p, obtemos polindémio p(v) = p(v,v,...,v).

Por exemplo, para v = (21,22) € V = C? e p o polinémio cibico (21, 22) = 2729,
temos

1
p(vi,v2,v3) = 3 (z1wie + z121W2 + W1T122)

onde vy = (21, 22), v2 = (w1, ws2) € v3 = (x1,x2).

Dado r > 1, consideramos o espago vetorial gl(r,C) de todas as r X r matrizes
complexos, com colchete de Lie [A, B] = AB — BA. O grupo GL(r,C) age em
gl(r,C) por g- A = gAg~!. Um polinémio

p:gl(r,C) x---xgl(r,C) — C
é invariante se para todo 4; € gl(r,C) e g € GL(r,C),
p(Ar, ..., Ay) = plgAig™, ..., gArg™Y).
Por exemplo, para p(A) = tr(A?), com polarizacio p(A;, Az) = tr(A; As), temos
PgAig™" gAag™") = tr(gA1Aag ") = tr(A1 Ay).

Lema 6.1. Se p € um polinémio homogéneo invariante em gl(r,C), entao para

todo B,Bl,BQ,...,Bk,

k
ZP(BM .y Bj—1,[B, Bj], Bjt1, ..., Bg) = 0.

=1

Demonstragao. Considere a curva g; = e!® € GL(r,C), go = I, %|tzoet3 = B.
Entao, para todo A € gl(r,C), %hzo(gtAgt_l) =[B,4], e

p(Bi,...,Br) = p(etBBleftB, el etBBkeftB),

(gtB]gt_l)7 ey Bk)?
t=0

d & d
il Bi,...,B)=0 = S p(Bi,....
dt t:Op( 1, 5 k?) j=1p( 1, adt

k
= ZP(BL -y Bj—1,[B, Bj], Bjt1, ..., B) = 0.

7



Essa relacdo pode ser generalizada um pouco. Seja A = A*(R™)* o espaco de
i-covetores em R™ e A* = @ ;A" a dlgebra exterior em R". Estendemos a
aplicacao k-multi-linear p para

p: A" @gl(r,C) x -+ x A% @ gl(r,C) — A" T HiE g C.

Em elementos decomponiveis ®; = a1 ® By, ... , @ = o ® By, para a; € A¥ e
Bj € g[(r, C)v

p(P1,...,Px) = plag @ By,...,ar Q By),
= 041/\~'-/\Oék.p(Bl,...,Bk).

Proposicao 6.2. Suponha que i; = 2a; e ®; € A*% @ gl(r,C) para todo j e que
6 € A' @ gl(rC). Entdo se p é um polinémio homogéneo invariante em gl(r,C),
entao

k
D p(@1,. . @51, [0,25),..., Bp) = 0.

j=1

Observagao. Esse resultado também vale caso os valores i; ndo seja pares.
Nesse caso, um fator de (—1)% aparece na soma, e o colchete deve ser modificado
para que A* ® gl(r,C) tenha a estrutura de uma dlgebra de Lie graduada. A
demonstracao é igual mas ficamos com o caso mais simples para facilitar a
exposicao.

Demonstragao. A expressao ¢ linear em todos os termos ®; e 6, entao
podemos supor que ®; = a; ® B; € § = a ® B. Definimos uma acdo de GL(r, C)
em A" ® gl(r,C) por

gr-®;=g-(a; ® Bj) = o ® gBg~".

Entdo, se g; = e!® como acima,
p(gt'Qla"'agt'Qk) = al/\'“Aakp(gtBlgt_la"'7gtBkgt_1):p(élw"?q)k)'
Logo,
d k
0:7 p(gt'¢1a"'7gt'¢)k) = :Zp(q)h?[B’(D]]?)(I)k)
dt|,_, =

Entdo, se § = a ® B, para A,

k
0 = and p@i,....[B,&]..., 0,
j=1
k
= Zp(fbl,...,[a®B,<I>j},...,<I>k),
j=1

porque todos os covetores ®; € A2% @gl(r, C) tem grau par, logo comutam com a.

78



Agora relacionamos essas observagoes a geometria de variedades e dos fibrados
nelas. Seja M uma variedade diferenciavel e 7 : E — M um fibrado vetorial
complexo de posto r em M. Seja V uma conexao em E. Lembramos que a
curvatura de V é uma 2-forma com valores no fibrado End(E). Seja p um
polindémio homogéneo invariante de grau k no espago vetorial gl(r,C). O fibrado
vetorial E pode ser trivializado em conjuntos U, cobrindo M, e seja e® = {e;}
um referencial em U,. Com respeito a esse referencial, a curvatura de V tem a
forma

FV = Zei@)ej ®G)g,
ij
onde ©%=(07) = di*+6° N6~
é uma matriz r xr de 2-formas em U,. Consideramos a 2k-forma p(©%,...,0%) =

p(0%) € &2(U,). Se €’ é uma outra referencial, com e? = >_; €5 gji, entdo na
intersecio U, NUg, ©F = 9;51 -©% - gop. O ponto crucial que segue disso é que
na intersecao U, N Ug,

p(0°) = plg.} - ©%gap) = P(O).
As duas 2k-formas coincidem em toda dupla-intersegao de elementos da cobertura,
entdo as formas locais p(©°) determinam uma 2k-forma global em M, que

denotaremos por p(FY) ou p(FV,...,FV). Vamos investigar as propriedades
dessa forma.
Lema 6.3.

dp(FY) = 0.

Demonstragao. Temos Seja O a forma de curvatura de V em uma trivializagao
local. Entdo, p(FV) = p(0,...,0), onde p é k-multi-linear. Logo, usando que ©
tem grau dois,

dp(F¥) = > p(©,...,d®,...,0).

Pela segunda identidade de Bianchi, dO + [¢,0] =0, e

dp(FY) = pr(@,...,[e,@],...,@):()

pela invarianca do polinémio p.

Observamos que esse célculo pode ser escrito invariantemenete, sem falar de
referenciais, como

dp(F¥,...,F¥)=> p(FY,...,dVFY,...,F¥) =0,
J

pois dVFY = 0. Essa equacdo vale em um pouco mais generalidade. Se
®; € & (End(E)) sao formas de grau i, com valores em endomorfismos de E,
temos

k
dp(®y,..., D) =Y (1)U ip(@y,. ., dV Dy, .., Dy).

j=1
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A demonstracao dessa férmula é muito parecida a o que ja vimos, e utiliza
a extensdo do colchete de Lie em gl(r,C) para a dlgebra de Lie graduada
A*(R™)* @ gl(r,C) e a férmula em coordenadas para a derivada covariante exte-
rior em &¢(End(E)) que vimos em Exercicio ***.

Dado um fibrado vetorial complexo E de posto 7 com uma conexao V, e dado
um polindémio invariante p na algebra de Lie gl(r,C) de grau k, obtemos uma
2k-forma p(FV) € &%(M,C) em M.

Proposigao 6.4. Se V e V' sao duas conexoes em E, entao
p(FY") = p(F') = da
para alguma 2k — 1-forma o € &2*~1(M,C).

Isso ¢ dizer, as formas p(F¥') e p(FV) definem a mesma classe de cohomologia
[P(FY)] € H7j:(M).

Lema 6.5. Se V' ¢ V sdo conexdes em E, entdo a diferénca A =V'—V éum
tensor, pertencendo no espago &*(End(E)).

Demonstracao. Seja f € C°(M) e o € £°(E). Entao
A(fo) = V'(fo)=V(fo),
= df®c+ fVo—-df @ o — Vo,
fAo.

entdo A :['(E) — I'(A! ® E) é um morfismo de C°°(M)-mdédulos, entdo é dado
por uma secio do fibrado Hom(E,A' ® E) = A' ® End(E).

Lema 6.6. Se V ¢ uma conerdo em E e A € & (End(E)) é uma 1-forma com
valores em endormorfismos, entio V' =V + A é uma conexio em E

A demonstracao é imediata, assim de mostrar que o mapa
V' 8YE) — &Y(E)
satisfaz a regra de Leibniz.
Lema 6.7. Se V' =V + A, entdo a curvatura da conexdio V' € dada por
FY' = FV4dVA+ANA,
Aqui dV : &1 (End(E)) — &?(End(E)) é a extensao de VF" para 1-formas com
valores em endomorfismos. O produto A A A é dado pontualmente
A ® End(E) x A' ® End(E) — A®? ® End(E).
combinando o produto exterior em covetores com composi¢ao de endomorfismos.
Demonstragao. Mostramos a identidade em algum ponto x € M. Sejam

X,Y e I'(TM) campos vetoriais, e supomos que [X,Y](xz) = 0. Seja 0 € I'(E).
Entao, em z,

FYyo = (Vx+Ax)(Vy +Ay)o — (Vy + Ay)(Vx + Ax)o,
= (VvaO' — VyVXO')
+[Vx,Aylo — [Vy,Ax|o + (Ax Ay — Ay Ax)o,
= FYyo+ (dVA)xyo+ (ANA)xyo.
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Teorema 6.8. Sejam m : E — M um fibrado vetorial complexo de posto r,
V,V' conexdes em E e p um polinémio homogéneo invariante de grau k em
gl(r,C). Entao

p(FY') = p(FY) + do
para alguma forma o € &2*~1(M).

Demonstragao. Temos o tensor V/—V = A € &' (End(E)), entao consideramos
uma familia de conexoes

V=V +tA

para t € [0,1]. Isso define uma curva no espago de todas as conexoes em F, com
Vo=V e V; =V Afirmamos

dVtA=dV A+ 2tAN A.

A prova disso é imediata, por uma conta muito parecida & demonstragao do
ultimo lema. Também, pelo Lema 6.7 a curvatura da conexao V; é dada por
FVe = FV 4+ tdVA+t?A N A e logo

d
%th =dVA+2ANA=dV" A
Agora, considerando o polindomio p, e mapa multi-linear simétrico associado p,
dp(A,FVe, ..., FVt) = p(dV*AFVe, ... FVt),

d
= p(%FVtaFVt""aFVt)a

1
= Ep(va,...,va).

A primeira equagao segue da observagao apos o Lema 6.3. A ultima igualdade
segue por que p é simétrica :

%p(th,...,va) ip(th,...,jthf,...,th) :k-p(%FVt,FVt,...,FVf).
Logo, nés temos
oF)=pr%) = [ L P
= k/ldp(A,FVt,...,FVt)dt,
da,o

para a = kf01 p(A,FVe ... FVt)dt € &~1(M).

Podemos concluir o seguinte. Se F — M é um fibrado vetorial complexa
numa variedade diferencidvel M e V,V’ sao conexoes em FE, entao aplicando o
polinémio p nas curvaturas de V e V' determina a mesma classe de cohomologia
de De Rham.

p(E) = [p(FV)] = [p(F¥")] € H**(M,C).

A classe independe de qual conexao de usamos para definir-la, entdo determina

um invariante apenas do fibrado E. definicao
de uma
classe carac-
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6.2 As Classes de Chern

Numa certa forma, essa segao consiste-se de um exemplo estendido da construgao
que acabamos de ver. As classes de Chern sdo classes de cohomologia associadas
a cada fibrado vetorial complexo, com a propriedade adicional de ser bem adap-
tadas com respeito & soma direta de fibrados vetoriais. Essa propriedade facilita
altamente as contas para calculé-las.

Consideramos o polinémio em gl(r, C) dado por
B+ tr(I + B).

Observamos que ¢ invariante, pois det(I + gBg~!) = det(g(I + B)g~!) =
det(I + B). Segundo, a expressao nio é homogéneo em B, entdo decompomos o
determinante em termos homogéneos :

det(I + B) =1+ pi(B) +p2(B) +---+ p(B),

onde py(B) satisfaz pp(AB) = A\pi(B). pr(B) é dado por
k K

d
S| det(I +tB) = | pi(tB) = klpi(B).

t=0 dt* t=0

Por exemplo, para k = 1, p1(B) = tr(B). Observamos que a expressao det([ + B)
é invariante pela agao adjunta de GL(r,C), entdo os polindémios homogéneos
também o sao.

Definicao 6.9. Seja F — M um fibrado vetorial complexo de posto r com
conexao V.

1. A k-éssima forma de Chern do duplo (E, V) é

(B, V) = p <2:TFV> € &2%(M,C).

2. A k-éssima classe de Chern de E é

cx(E) = [pk (;TFV)} € H**(M,C).

3. A classe de Chern total de EF é a soma
c(E) = 14+c(E)+ca(E)+- -+ (E),

= [det <I+ zFV)] ,
2w
€ H*(M,C).
Exemplo. Para k = 1, j& vimos que pi(B) = tr(B), e logo c1(E,V) =
s=tr(FY). Em particular, se L — M ¢ um fibrado de linhas, ¢;(L, V) = 5= FV

e c1(L) = [5=FV]. N6s jé vimos a defini¢ao da primeira classe de Chern de um
fibrado de linha holomorfa. Veremos mais tarde que as duas defini¢oes coincidem.
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Queremos entender melhor os polindmios pg. Supomos que a matriz B €
gl(r,C) tem r auto-valores distintos A1, ..., A.. Em particular, isso implica que
B é diagonalizavel. Observamos que o sub-conjunto de gl(r,C) de matrizes
satisfazendo essa condicao é denso. Entao se

A1
B =
Ar
entdo, det(T+B) = [J(1+\),
j=1
= THD N NN+,
j=1 i<j
= oo(N) +o1(A) + - +or(N),
onde os termos ¢; sdo os polindmios elementares simétrics em A = (Aq,..., A;).

Temos og(A) =1, 01(A) = A1 + -+ + A, e em geral,

O'j(/\): Z )‘i1"')‘ij'

1<i1 <<+ <i; <r

Também, p,.(B) = 0,.(\) = A1 -+ A = det(B). Como ja vimos na demonstracao
do teorema da preparagao de Weierstrass, esses polindmios podem ser espressados
algebricamente em termos dos polinomios Y _,_; A}, para 1 < j < r. Por exemplo,
como vimos naquele caso,

pi(B)=01()\) = tr(B),
p2(B) = 02(\) = %((Al oAM= N2 = %(trB)2 — tr(B?)),
p3(B) =o3(\) = %((trB)S — 3tr(B?)trB + 2tr(B?)).

Observamos que o teorema de Newton sobre geradores do espago de polinémios
invariantes em 7 varidveis implica essas identidades para matrizes diagonalizdveis
B, mas pela densidade de matrizes diagonalizdveis em gl(r, C), essas expressoes
valem para qualquer matriz complexa.

Coroldrio 6.10. Seja (E,V) um fibrado vetorial complexa com uma conezao.
Entao temos relagoes entre classes de cohomologia.
1. ¢1(E) = [=tx(FY)] € H*(M,C).

s

2.

CQ(E)
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O produto na tultima linha é o produto cup na élgebra de cohomologia que, em
cohomologia de De Rham, é determinado pelo produto exterior em formas.

A normalizacao por i na definicao das classes de Cherno é para garantir que
ck(E) € H*(M,Z), o pelo menos na imagem de H2?¥(M,Z) em H?*(M,C)
induzida pela inclusdo de feixes Z — C.

Proposigao 6.11. As classes de Chern satisfazem as propriedades sequintes.

1. (Naturalidade) Se E — N € um fibrado vetorial e f : M — N é uma
aplicacao suave e f*E — M o fibrado pull-back sobre M, entao a classe
de Chern total satisfaz,

c(f°E) = [re(E),

onde f* : H*(N,C) — H?*(M,C) é o mapa induzido por pull-back de
formas.

2. (Férmula de Whitney) Se E, F sdo fibrados vetoriais em M e E®F — M
€ o fibrado soma direto, entdo

c(E®F)=c(E)-c(F),

onde - € o produto em cohomologia Hﬁ}%(M, C) induzido pelo produto
exterior de formas.

3. (Normalizacdo) A primeira classe de Chern do fibrado tautolégico A — P!
é

() = - [;ﬂwm] |

onde wrg € a forma Hermitiana da métrica de Fubini-Study em P™.

Demonstragao. A prova da primeira afirmacao é omitida (por enquanto)
porque nao foi discutido o pull-back de conexdes e curvatura, mas com isso a
demonstracao é imediata.

A forma de Chern total de um fibrado com conexao (E,V) é
i
E,V)=det I+ —FV
c¢(E,V)=de ( + 5 ) ,
e a classe de Chern total de E é a classe de cohomologia dessa forma. No fibrado

soma direto E @ F, podemos considerar a conexao V¥ + V¥, cuja curvatura
satisfaz

) B gF I —|—LFVE 0
I+—FV V' = P72 , e &2(End(E @ F)).
o 0 Ip+ £ FY" (Bnd( )

O determinante decompoe-se
det ( T+ —FV4") = det ( Iz + —F ") Adet (Ip + —FY"
2w 2w 2
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como desejado. No fibrado tautolégico A — P!, temos a conexdao V = 7, o d,
pois A C P! x C? é um sub-fibrado do fibrado trivial. J& vimos que a curvatura
é dada em Uy = P\ {[1;0]} por FV = 091log(1 + |z|?). Logo,

= ~Llups]

-1
c(A) = [QWFV} = [%zﬁalog(l + 12/%) 5

Esse ltimo ponto pode ser desenvolvido mais. J4 sabemos que H*(P',Z) 2 Z e
o isomorfismo (em cohomologia de De Rham) é dado por integragio de 2-formas
fechadas em P!:

: H*(P',C) — C,
P1

[a] — . a.

Temos ¢1(A) = [£=FV], e 00log(1 + |2|?)
Logo,

_ 1

i / / /2“ rdrdf
. = -1
27 14 r2)2
Por isso, e por outros motivos vindo da geometria algébrica, escrevemos o fibrado

tautoldgico em P como A = Opn(—1). J& vimos que Pic(P™) 2 Z e A é o tnico
fibrado vetorial holomorfo L em P, a0 menos isomorfismo, com ¢ (L)[P!] = —

Consideramos o fibrado dual A* ao fibrado tautolégico. Uma conexdo VA em A
induz uma conexio VA" em A*. Se a € &%(A*) e v € £°(A), a(v) € C=(P").
VA" é definida por

(VA ) (v) = d(a(v)) — a(VA0).

Deixamos como um exercicio verificar que FV" = —FV" ¢ entdo
Cl(A ): |:27TFVA :| = 761(A).
Assim, ¢;(A*)[P1] = +1 e denotamos A* = Op:1 (1).

Para terminar esse capitulo, estudamos em mais detalhe a variedade P™ e o
fibrado tangente V' = TP". Primeiro, por P" ser uma variedade diferencidavel de
dimensao real 2n, TPP™ é um fibrado vetorial real de posto 2n. Porém, o fibrado
de vetores complexos de tipo (1,0)

TP = {X —iJX | X € TP"}
é um fibrado vetorial complexo de posto n em P™. Até esse ponto, ja consideramos
1. o fibrado trivial P* x C**1 — P7;
2. o fibrado tautolégico A — P;

3. o fibrado produto tensorial C"*! @ A* = Hom(A,C"t1) — P,
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Proposigao 6.12. Eziste um homomorfismo (holomorfo) de fibrados vetoriais
U CnHl @ A* = THOP” tal que, para todo & € P7,

Ve : C"H @ A — T, OP"
€ sobrejetiva.

Demonstragao. Dado £ € P", um vetor X € TP ¢ dado ou por uma
mapa holomorfa v : A, € P, com v(0) = ¢, onde A, = B(0,¢) C C, ou por
uma derivagao X : C¢® — C em germes suaves em § tal que X - f =0se f ¢
anti-holomorfo em £. Para £ € P”, seja v € £ um elemento daquela linha. Dado
¢ € (C"™ ® A*)¢ = Hom&, C"™!) uma aplicagao linear, definimos

Ve A — P,
Y6(2) = [v+26(v)],
= alinha gerada por v+ z¢(v),
= Im{I+z¢:&—C"}.
Primeiro, observamos que isso é bem definido e independente do vetor v € £.

Assim, o germe do mapa v, determine um vetor tangente X em £. Como uma
derivacao, X é dado por, para f € Cg°,

X -f=— .
F= 5| souta)
Definimos ¥(¢) = X. Mostramos que X ¢ de tipo (1,0) e que ®¢ é sobrejetivo.
Em uma carta de coordenadas Uy = {€ = [1 : w! : .-+ : w"]} C P", escrevemos
X em termos dos vetores 9/0w’. Pegamos £ = [1 : w! : -+t w"] e v =

(1L,wl,...,w?). Para ¢ : £ — C"*! sejan = ¢(v) = (n°,nt,...,n") € C**L
Entao,

7¢(2):[U+Z¢(v)] = (Lwlv"'vwn)+Z(n0”"7nn)]a

= [T+zn°:wt+2np' w4 207,
cwh4pt Wt
Tz 1m0 |

Logo, usando a expressao X - f = %‘z:o f(74(2)), vemos que

0 0
X — 1 _ oy_~Y . 1r_ ., n, 0\_~
(" —wn)gog + o —w"n) 5
— 1,0pn
= Ue(o) € T, P
Variando os valores possiveis de (7°,...,7") ~ ¢ demonstra que ¥ é sobrejetiva.

Para determinar o nucleo de ¥, primeiramente observamos que o fibrado tau-
tolégico A é um sub-fibrado, de posto um, de C*+1.

Proposicao 6.13. ker ¥ = A @ A* C C*H! @ A*.

Além disso, lembramos que para qualquer fibrado de linha L, o produto L ® L*
é trivial.
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Demonstragao. Seja ¢ € C"! ® Af tal que ¥(¢) = 0. Usando a notagao da
tltima demonstragao, temos & = [1 : w], v = (1,w) e n = ¢(v) € C**L. Entao,

=0

U(0) = — 0L+t (" — )

ow ow™

se e somente se todos os coeficientes sao iguais a zero, o que é dizer que

n =0 ....n") = °(Lw!,...,w") = nv € & Isso é dizer, se e so-

mente se ¢ : { = &, e @ € Ae ® AL

Logo, temos uma sequéncia exata curta de fibrados vetoriais
0—C—C''teA — TP — 0,

e isomorfismos de fibrados

== Q@E7

lé

onde E = (C)1 é um sub-fibrado de C"*! ® A*, com um isomorfismo
U:E— THP™

Préximo, a primeira classe de A* = QOpn (1) ja foi calculada como c¢;(A*) =
[5=wrs], 0 que denotaremos por a.. A classe de Chern total ¢ logo ¢(A*) =1+ a.
Pela Formula de Decomposicao de Whitney, temos

(N DDA = c¢(A*) (A" (A",
= (1+a)mt,
= c(CaT"P),
= ¢(C) - e(THP") = ¢(THOP™).

Isso é dizer que nés calculamos todas as classes de Chern do fibrado tangente de

P". Em particular, temos ¢, (T1°P") = (”Zl)ak € H?*(P") parak =0,1,...,n.
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7 Geometria Kahleriana

7.1 Propriedades Locais de Métricas Kahlerianas

Como nas secdes anteriores, supomos que M?2" é uma variedade diferencidvel
real de dimensao real 2n. Seja J € I'(End(T'M)) um campo de endomorfismos
de TM que satisfaz J? = —Id. Lembramos que uma métrica Riemanniana ¢ é
Hermitiana se

g(Jv, Jw) = g(v, w)

para todo v,w € T,M e todo p € M. Nesse caso, o tensor w definido por
w(v,w) = g(Jv,w) é uma 2-forma anti-simétrica.

Proposigao 7.1. A forma de volume Riemanniana da métrica g é dada por
n

dvol, = Y e &E(M).

n!
Antes de demonstrar isso, observamos que para a forma de volume ser definida, é
necessario impor uma orientagao na variedade. Mas, ji vimos que uma estrutura
complexa numa variedade induz naturalmente uma orientagao.

Demonstragao. Em um ponto € M, {ey,...,ea,} uma base ortonormal de
T, M tal que Jeaj_1 = eg; € Jegj = —ezj_1 € seja {e!,...,e?"} a base dual de
2n

" B ] ) = ) )

TrM. Entao, verifique-se que, com respeito a essa base g = ijl el ®el e
N 2—1 A 25

w=3 € A e Logo,

Wt = <Ze2i1—1 /\e2il> NN (Z e2in—1 /\e%"> 7
i1

in

= nle! Ae? A--- A e,

Faremos agora um resumo rapido sobre a geometria Riemanniana. Uma conexao
V : E9(TM) — &Y (TM) no fibrado tangente TM é compativel com uma métrica
g se e somente se Vg = 0, o que é dizer que para todo X,Y € &%(TM),

(Vg)(X,Y) = dg(X,Y) - g(VX,Y) - g(X,VY) = 0,
A torgado de uma conexdao V em T'M é o tensor definido por
TV(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y].
V é livre de torcao se TY =0 € &2(TM).

Teorema 7.2. Para toda métrica Riemanniana g em TM, existe uma inica
conexao V que € compativel com a métrica g e € livre de tor¢ao. Essa conexao é
chamada a conexao de Levi-Civita de g.

Em uma carta de coordenadas (z'), com referencial local {8/dz'} de TM,
escrevemos

o s 0
va/am" OxJ - - i ok’
0 7] ;
. = — E Ik da?
ou v(’?xl 4 pye ® < i i dT ) ,
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onde

1 Ogi; | Ogu  0gij
ko1 Kl j _ 99ij
by = 2 zl:g <8xi T o )

Aqui as fungoes g;; sdo dadas por g;; = g(9/9x%,0/027) e (g) = (g;;) "' é a
matriz inversa.

Proposicao 7.3. Seja M?" uma variedade suave de dimensdo 2n, com estrutura
quase-complexa J € &°(End(TM)). Seja g uma métrica Hermitiana com respeito

aJ e sejaw = g(J-,-) a forma anti-simétrica associada. Entao, para todo
X,Y,Z eT(TM), temos

dw(JX,)Y,Z)+dw(X,JY,Z) = 29(JY,(VzJ)X)—g(N;(X,Y), Z),
onde V € a conexao de Levi-Civita da métrica g.

A demonstracao é facil, utilizando as definigoes e observagoes seguintes. Primeiro,
a conexao V, em endomorfismos, satisfaz

(VzJ)(X) = Vz(JX)—-J(VzX).
Segundo, a derivada exterior dw é dada por

dw(X,Y,Z) = Xw(,Z)-Yw(X,Z2)+ Zw(X,Y)
_w([X7Y}7Z) +w([X7 Z]7Y) - W([K Z]aX)'

Finalmente, o tensor de Nijenhuis N; é definido por
N;(X,)Y)=[X, Y|+ JJX, Y]+ JX,JY] - [JX,JY].

Teorema 7.4. Seja J uma estrutura quase-compleza em M?". Entdo, existe
um atlas de cartas of = {(Uy, 0a)} tal que @, ogagl é holomorfa e com estrutura
quase-compleza Jos = J se e somente se Ny = 0.

Esse resultado implica em particular que M admite a estrutura de uma variedade
complexa, com estrutura quase-complexa igual a J, se e somente se Ny = 0.

Definigcao 7.5. Uma métrica Hermitiana g numa variedade complexa é uma
métrica de Kahler se dw = 0. Uma variedade de Kahler é um triplo
(M, J,g), onde (M, J) é uma variedade complexa e g é uma métrica de Kahler
em M. Uma variedade complexa (M, J) é de tipo Kéhler, se admite alguma
métrica de Kéhler.

Corolario 7.6. 1. Se (M, J,g) é uma variedade de Kdhler, entdo VJ = 0,
onde V € a conezxao de Levi-Civita de g.

2. Se (M, J) € uma variedade quase-compleza e g é uma métrica Hermitiana
em M tal que VJ =0, entao (M, J,g) é uma variedade de Kdhler.

Demonstragao: Para o primeiro item, segue da equagao (2) que g((VzJ)(X),Y)
0 para todo X,Y,Z, e logo VJ = 0. Para o segundo, uma conta, usando o
fato da conexao de Levi-Civita ser livre de torgao, mostra que Ny = 0. Logo
dw(JX,Y,Z) + dw(X,JY, Z) = 0 para todos os campos X,Y e Z. Usando que
w é Hermitiana, o resultado segue.

Seja V uma conexao no fibrado tangente TM. Entao, V extende naturalmente
como uma conexao C-linear em TM ® C.
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Proposigao 7.7. Sejam (M, J, g) uma variedade de Kihler e V a conexdo de
Levi-Civita de g. Entdo se X =v —iJv € EY(TYOM) é um campo vetorial de
tipo (1,0), entio VX € &Y(THOM).

Isso é dizer que V é uma conexao no sub-fibrado T"9M C TM ® C. O mesmo
resultado vale para o sub-fibrado T M.

Demonstragao: Temos
JVX =V(JX)=V(EX)=1iVX,
e logo VX € &Y(THOM).

O fibrado THYM admite a métrica Hermitiana (sesqui-linear)
hMX,Y) =g(X,Y).
Afirmamos as propriedades imediatas :
1. V(Y)=VY.
2. V é compativel com h.

Entao nos chega uma pergunta quase ébvia. Sera que existe uma relagao entre a
conexao de Levi-Civita, considerada no fibrado T1°M, e a conexao de Chern,
que ¢ definida em qualquer fibrado holomorfo Hermitiano. Veremos no seguinte
que sao iguais.

Escrevemos a métrica localmente como
g= Zgag (dza ®dz? +dz" @ dzo‘) ,
af
e verificamos que a forma de Kéahler é dada por
w = iZgadea AdzP.
af

Lema 7.8. Se a métrica g € de Kahler, entdo em qualquer sistema de coordenadas
holomorfas,

99,5 09,3
0z7 9z
agaB _ 8904'7
0zv  0zP”

para todo o, B,y =1,...,n

Demonstracao: A condicdo dw = 0 implica que dw = 0 = dw = 0. Logo,
temos

8 _
ow = iZ%dz”/\dz“/\diB,
aBy
R
0 = ZZZ(az’y a0 )dz”/\dz AdzP.
y<a
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As formas {dz7 A dz* A dz? }, para 7 < a, sdo linearmente independentes, entéo

99a5 _ 09453

concluimos que 2= = 2=,

Consideramos a conexao de Levi-Civita em mais detalhe. Primeiro, lembramos
que os campos locais 9/0z% sdo de tipo (1,0) e os campos 9/9z" tem tipo (0, 1).
Entao escrevemos

9
Viote 528 = - aﬁaWLZ aﬁazv

Porém, pela observagao acima Vy/5.0/ 0z” deve ser de tipo (1,0), entdao todos

2 =T05=0

e pela simetria da conexao de Levi-Civita, Faﬁ =I),=0c¢ Flﬂ = I‘ga = 0.

os coeficientes I‘l g =0. Pelo mesmo argumento, vemos que I'

Concluimos que os simbolos de Christoffel podem ser nao-nulos apenas quando
todos as entradas tem, ou todos nao tem, bares.

Seja X um campo vetorial suave complexo de tipo (1,0), localmente dado por
X=3 X59/028. Entao,

VX

d B
B B
X% ® o5 + X V(azﬁ>’

0 _

- (ax7 (rgﬂdza)xﬂ) 55 ©OX.

O primeiro termo, como uma forma com valores em TH°M, é de tipo (1,0),
enquanto o segundo termo tem tipo (0,1). Concluimos entdao que Vo1 X = 90X,
onde agora 0 é o operador definido em secdes suaves do fibrado holomorfo 7100,
e Vo1 = 9. A conexdio de Levi-Civita é compativel com a métrica h, entao
verificamos que no fibrado tangente holomorfo de uma variedade de Ké&hler, a
conexao de Levi-Civita coincide com a conexdo de Chern. Em particular, pela

Lema 7.8,
1 G ag?fa 8955 8.9(1,8 5 0
ppelcl _ — a0 | _
29 ( 08 " oz o0 ) =9 \ 5z )
] ZF” dz® ( ;a gﬁg) dz® = h™'9h,

o que pode ser comparado com a expressao local para a conexao de Chern. Em
particular, escrita assim fica muito mais simples do que a expressao para os
simbolos de Christoffel para uma métrica Riemanniana real.

>
2
Il

Proposigao 7.9. Seja (M, J, g) uma variedade de Kdhler, com forma de Kdhler
w. Entdo, para todo x € M, existe um sistema de coordenadas p = (z1,...,2"),
com p(x) =0 € C" tal que

w= ZZ (6,5 + O(|z]%)) dz* A dz”.

ap
Isso ¢ dizer que w = izag 9agdz® A dz”, onde

1. g,3(0) = 6,53, e {9/02%} forma uma base unitaria no ponto z,
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2. 65;;75 (0) = 0 para todo «, 3,7, que é dizer que as expansoes de Taylor em

x dos coeficientes nessas coordenadas nao tem termos lineares.

Demonstragao: Seja w = (w®) um sistema de coordenadas tal que o ponto
corresponde com 0 € B(0,¢) e tal que g(9/0w®,d/0w’) = 6,5. Entdo

w = iy hypdw® Adiw”,
aff
= ZZ (5a3 + aaﬁwwv + aa,én‘yﬂﬂ + O(|w\2)) dw® A dw?,
aff
para @qg.; etc, nimeros complexos constantes. Entdo, por w ser uma forma

Hermitiana, temos h,5 = hga, e logo (1) a,5, = Gpay e pela condigdo de Kéhler
Oh,p/0wY = Oh,5/0w®, temos (2) a,5, = @3, Considere o mapa quadritico

B(0,e) — B(0,¢'),
1
w® = %= 3 Zbamzﬁz“’,
By
para algumas constantes b,g, € C a serem determinadas, com b,gy = bayg. Por
essa simetria, a derivada simplifica como

dw® = dz® — bag,2Pd27,

e

W o= 0 [0a5F apy 2T +anz,7) + O(|z*)] (dz* — basy2°dz") A (dZP — bps,20d27),
= i [005+ upy 2" + 0557 = bpraz? = baypZ’ + O(|2])] dz® A dz®.

Seja bgya = a,3,- Entao condigao (2) implica que bgya = bgay, como desejado,

e condigdo (1) nos da que bas = @gary = 435, Para que

w=1 8.5+ 0(z]%) dz® A dZP,
> (6as +0(21)
af

como requisitado.

Agora mudamos a nossa atencdo para questoes da curvatura Riemanniana,
no contexto de métricas Kéahlerianas. O tensor de curvatura Riemanniana
R € &*(End(T)) é dado por

RxyZ =VxVyZ —NyVxZ — v[X,Y]Z-

Por se definida no fibrado tangente e por ser livre de torcao, a curvatura
Riemanniana admite mais simetrias que o tensor de curvatura de outras conexoes.
Por exemplo, temos

1. (RxyZ, W)= —(RyxZ,W) = —(RxyW, Z),
2. (Rxy Z,W) = (RzwX,Y),
3. RxyZ+RyzX +RzxY =0
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em cada ponto p € M e para X,Y,Z, W € T, M. Escrevendo R para o (4,0)-
tensor

R(Xaxza W) = <RXYZ3 W>7

a condi¢ao (1) implica que R € A2 ® A2. Condicao (2) quer dizer que R €
Sym®(A%) € A? ® A%, enquanto ponto (3), chamada a primeira identidade de
Bianchi, implica que R C ker(f) para uma aplicacdo linear
B:Sym*(A?) — T*e@T" T QT
BS)(X,Y,ZW) = S(X,Y,Z,W)+S(Y.2,X.W)+S5(ZX,Y,W).
Exercicio:
1. Mostra que 3 toma valores no subespaco A* C T* @ T* @ T* @ T*.

2. Mostra que, au menos um fator constante, a aplicagdo 8 é igual ao produto
exterior A2 o A2 — A*. Mostra que 3 é sobrejetiva sobre A?.

Seja (M, J, g) uma variedade de Kihler. J4 vimos que em T*°M, a conexdo
de Levi-Civita coincide com a conexao de Chern. Também, sabemos que a
curvatura da conexao de Chern é de tipo (1,1), entdao R € &1 (End(T1°M)).
Entdo R € Sym?(A"!) e portanto

R eker{f: AVt o AL - A22},

Para ilustrar o mesmo fato, lembramos que V(JX) = JVX, entdo RxyJZ =
JnyZ e

(RixavZ,W) = (RzwJX,JY),
= (JRzwX,JY),
= <RZWX7 Y>7
= (RxyZ,W).

Em coordenadas locais (2%), temos
0 s 0
Rafavagg 827 = ;R’Y OLB@’
= Vaza Vagﬁ az’y - Vagﬁ Vaza 87;7,
0
1
= _Vagﬁ (F(X’Y@)7

B d 5\ 0
= (aﬁf>aa

Assim temos uma expressao explicita para a curvatura Riemanniana em coorde-

nadas holomorfas
0 =005
R5 7 66 YIvo .
v ap 0zh (g Dz )

Isso pode ser comparado com a expressdo © = 90 que obtivemos para a curvatura
da conex@ao de Chern num fibrado holomorfo Hermitiano.
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Em uma variedade Riemanniana (M, g), para X,Y € T, M, consideramos a
aplicacao

RxY :T,M — T,M,
Z > RZXY

Definigao 7.10. O tensor de Ricci de uma variedade Riemanniana (M, g) é o
campo de formas bilineares simétricas definido por

Ric(X,Y) = tr{Z— RzxY}.

Se {e;} é uma base ortonormal de T,,M, a curvatura de Ricci é dada por

n

Ric(X,Y) = (Re, xY,e;).

i=1
Em particular, e como mencionado acima, Ric(X,Y’) = Ric(Y, X).

Seja (M, J, g) uma variedade de Kéhler de dimensao complexa n. Em x € M,
seja {e1,...,en, Je1, ..., Je,} uma base ortonormal de T, M. Entao

Ric(X,Y) = (Re, xViei) + Y (Rye, xY, Jes).
Essa expressao pode ser simplificada. Consideramos o segundo termo

(Rye,,xY,Jei) = —(JRje, xY,e;) = —(Rye, xJY,ei),
Rx jvJei,e) + (Ryy.je; X, €i),

(
= (Rx,vJe e;) e,y X, e,
(

—(R
Rx jvJei,e;) — (Re, xY, €i),

e logo,

Ric(X,Y) =Y (Rx v Jeiei).

Corolario 7.11. Ric(JX,JY) = Ric(X,Y).

A demonstracao é imediata.

Por causa desse lema, podemos considerar a curvatura de Ricci como uma forma,
diferencial.

Defini¢ao 7.12. A forma de Ricci p é definida por

p(X,Y) =Ric(JX,Y) = (RyxvJeie) =Y (RxyJeie;).

4 %

Em particular, observamos que p € &Y1(M) é uma 2-forma diferencial, de
tipo (1,1). Para melhor entender a forma p, considere o fibrado anti-canénico
K]\}l = A"T'OM, isso sendo o maior produto exterior do fibrado tangente
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holomorfo. K &1 é um fibrado de linha holomorfo, e uma se¢ao holomorfo local é
dado por

0 0
C=gaiN N

Ao invés de ¢, vamos considerar um referencial unitdrio. Seja {e1, ..., e,, Jer, ..., Je,}
um referencial ortonormal de T'M, adaptado a estrutura complexa .J. Consider-
amos {1, ...,&,} um referencial de T"YM, onde ¢; = e; — iJe;. Logo,

_ 0 sej#k,
h(ej,ex) = g(ej,&x) = {2 s =k

Entao, ¥ =¢1 A--- A g, é uma suave segao local nao-nula de KA}I. Calculamos

VyVx(e1 Ao Aen) = Y Vylet A= AVxe; Ao Aey),
j
= Y el A AVyer A AVxE A Ny
+251A---AvyvxsjA---/\sn
j

+ZelA---AVngA---AVysk/\-~-/\sn,
j<k

e nés concluimos que

(VxVy = VyVx = Vixy)¥ = > e1A--ARxye; Ao Aep,
j
= Zsj/\---/wayaj,%@%ejA---/\gn,
J
= %ZWXY%’@)‘IL
J

~ . . 1 ~ . s .
A curvatura da conexao induzida em K,; pela conexdo de Levi-Civita é a
2-forma escalar dada por

. 1 , .
RE, = §Z<RXY(6_ZJej)’ej+ZJ€j>a
i

= —iZ<nyj€j,€j>,
J
= —ip(X,Y).
Proposigao 7.13. p=iRK .
Corolario 7.14. dp = 0.

Demonstragao: Isso vale porque a curvatura de uma conexao num fibrado de
linhas é sempre fechado. Isso também pode ser visto usando a segunda identidade
de Bianchi no tensor de curvatura Riemanniana.
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Corolario 7.15. Para qualquer métrica de Kdhler g na variedade complezxa
(M, J), a forma de Ricci pg sempre representa a mesma classe de cohomologia

de De Rham :
1 7 ~1 _
{ pg} B [%Ré{ } = alK™.

Corolario 7.16.
1 2 2
5.7 € H*(M,Z) C H*(M,R).
Esse resultado sai porque as classes de Chern de qualquer fibrado vetorial sdo

sempre integrais.

Corolario 7.17.

1
1,0
a(T” M)—CI(KM) {%P} .
Demonstragao: A primeira classe de Chern de T10M é a classe de %tr(R),
para R a curvatura de qualquer conexdao em T™°M. Em particular, para R a
curvatura Riemanniana de uma métrica de Kahler,

r(Ryy) = Z(ny( fgj,\}5@:—¢Z<RXYJej,ej>:-i,oo(,Y).

Proposicao 7.18. Em coordenadas locais (2%), a forma de Ricci € dada por

= i001og(det(g,53))-
deveria  in-
Terminamos essa se¢ao com o cdlculo da curvatura de Ricci da métrica de iy a prova
Fubini-Study no espago projetivo complexo. Lembramos a expressao de wrs em  jigso
cordenadas no conjunto Uy C P,

wps = i0dlog(1+ |2[*),
_[Sadndz (8,500 A (5, )
N 1+ [ TEERE ’
a,p
= dz* N dzP.
1+|z|2z[ “ITE |2] s

Observamos por curiosidade que nesse sistema de coordenadas a métrica oscula a
segunda ordem a métrica Euclideana na origem z = 0. Os coeficientes da métrica
so entao g,z = (1+ IZ\ ) M (0ap = (L4 [2)712%2%) = (1 + [2*) 71 (T + A), e
logo det(g,5) = (14 |2[*>) 7" det(I + A). Observamos que a matriz

4= (537

2
N, = = X, = 1 e nés temos det(g,3) =

é de posto 1, e tem autovalores A=

!/
tem autovalores \] = 1+| =
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(1+ |2|>)~(+1. Portanto,

Pwrs = i00 log det(gaﬁ)a
= (n+1)iddlog(1 + |z]?),
Pups = (n+1wrs.

Isso é dizer que Ricg,g = (n+ 1)grs e que a métrica de Fubini-Study é uma
métrica de Einstein.

7.2 A Decomposicao de Hodge

Primeiro, voltamos a lembrar alguns fatos importantes da geometria Riemanniana.
Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao real n. A métrica g define
uma isomorfismo

v:T,M — T;M,
v g('Ua )
Em coordenadas, se v = )7, v°9/dz’, temos y(v) = 3, v'gi;da’. Tsso induz um
produto interior em T*M por (o, ) = g(v"*(a),7~(B)). Equivalentemente,
temos (a, 3) = >, a(e;)B(e;), onde {e;} é uma base ortonormal de T, M. Em
coordenadas, se o = >, ada’ e § =), B;dx?, _entéo (a,8) =2 9¥ ifj. Um
produto interior é induzido no fibrado exterior AT* M por, para ® = a'A---AaF
e W =pB A ABE
(®,0) = det((a, B7)).

Se {e1,...,e,} é uma base ortonormal de T, M, a base dual {e!,...,e"} é uma
base ortonormal de T M e {e A---Ae® } paral < iy < ---i; < n é uma base
ortonormal de A¥T* M. Se M é orientada, existe uma forma de volume

Q=dvoly=e' N---e" € E"(M),

onde {e;} é uma base ortonormal compativel com a orientacao. Essa expressao é
independente da escolha de base ortonormal orientada. A forma dvol, anula-se
em ponto nenhum e se g =, ; 9ij dx’ ® dz’ em coordenadas orientadas

dvol, = \/det(g;;)dz* A -+ A dz™.

Para k > 0, temos o produto exterior e um produto escalar :

(1) ADxATE — AL

a, B — aAp,
(2)  ApxAy — A
a, o0 +— (a,0)dvol,

Notamos que o co-dominio dos produtos é em cada caso um espago vetorial
de dimensao 1. Ambos os produtos sao nao-degenerados no sentido que, para
o produto (1), para qualquer a € A¥, existe algum 8 € A"7* tal que a A
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B # 0. Logo, temos injegbes (que por causa da igualdade das dimensdes, séo
isomorfismos)

ApTh S (AR @AY,

AR (AR @ AT

Concluimos que a métrica e a orientagao em M determinam uma aplicacao, que
chamamos a estrela de Hodge, * : A¥ — A”~F determinado para a propriedade
que

aAxf = (a, B)dvol,
para cada par de k-covetores a, 3 € AF.

Exercicios:
1. Demonstre que *? = (—1)¥n=F) . Ak 5 A

2. Seja {e;} uma base ortonormal orientada de T,,M e {e'} a base dual de
Al =T M. Demonstre que

$(€T A NeR) =elt AL A ednk
onde (i1,...,%k,J1,---,Jn—k) é uma permutagao par de (1,2,...,n).
3. Demonstre que (xa, *8) = (o, B) para «, 8 € A¥.
4. Sev € TM e v’ = y(v) € AL, entdo para a € A, demonstre que
#(V° A @) = XX Xiy(xa) € AV7F1
onde i, : AL, — AL-1 ¢ a contracdo definida por i, = (v, -+ ).

Agora, seja (M, J, g) uma variedade complexa de dimensao n, com uma métrica
Hermitiana (ndo necessariamente de Kéhler). Do mesmo modo, estendemos g
para formas complexas. Para «, 8 € Al ., definimos

;

9(a, B) = ) ale;)Ble;)

onde {e;} é uma base ortonormal do espaco tangente real T, M. Verificamos
que A e A%l sao sub-espacos isotrépicos e, para a = o dzt € A0 e

B =3, B;dz € A%, temos g(a, B) = 3, ; @ifjg".

O produto escalar é estendido para formas de grau mais alto por, para ® =
a' A ANaFe W =pYA- A BE

9(®,¥) = det(g(a’, B)).

Nesse caso, se ¥ € APF~P ¢ & € A%*~9 s30 k-formas puramente de certos tipos,
g(®,¥) = 0 a ndo ser que ¢ = k — p. Notamos que com essa defini¢do, g é
bilinear sobre C. Entao definimos a forma sesquilinear

<(I)7 \I}> = g(q>7§),
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para ®, U € AP*~P_ A estrela de Hodge pode ser endendida nesse contexto pelos
produtos
AP x AmTPITE AT
a,f — aAp,
APO X APT AT

wn
a, o —» <a,a>ﬁ.

De novo, esses produtos sao nao-degenerados, entao induzem uma aplicacgao,
a extensao da estrela de Hodge para formas complexas, * : AP4 — A"~P"—4
determinada pela condicao

(JJn

aAxB = {a,f)

n!

para todo a, 8 € AP?. Um ponto novo comparado com o caso Riemanniano é
que a estrela de Hodge é conjugado linear, x(Aa) = A * a, para A € C, pois o
produto escalar é sesquilinear enquanto o produto exterior é bilinear sobre C.

Se {e1,...,en,ent1 = Je1,...,ea, = Je,} é uma base ortonormal de T,; M, seja
{e!,...,e*"} abase dual de AL. Entdo {¢; = 3(e; —iJe;)} é uma base de T} M
e {¢/ = ¢/ +ieIt"}, é a base dual de AL?. Observamos que |p’| = v/2. Entdo
AP-1 é gerado por (p, ¢)-covetores simples

(pIJ — 2—(;04'4)/2%0% A A Soip A @jl Ao A @jq
paral <i; <---<ip<nel<j < -+ <j, Entdo verifica-se que
x(p17) = i ey 27 BN TPmD2p0 AN piner AT A - A @I,

onde I' ={1,...,n}\ITeJ ={1,...,n}\ J eery = £1 é o sinal da permutagao
em 2n letras de (I, J,I’,J’) para (1,...,n,1’,...,n'). Também, observa-se que
¥2 = (—1)PT em AP9.

Agora supomos que a variedade complexa M é compacta. Para cada valor de
(p, q), obtemos um produto interior no espago &P4(M) de (p, g)-formas em M,
dado por

(Ol, B) = \/M<O[’ 6>d’0019.

A norma em &79(M) associada a esse produto é dado por

1/2
||a||:(/ aA*a) .
M

Consideramos o operador
d: EPIM) — EPITL(M),
e desejamos um operador adjunto formal

%+ £P9TH (M) —s EP9(M)
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definido pela condicdo de que (da, 3) = (a,g*ﬁ)ipara todo a € EPI(M) e
B € EPITL(M). O termo de esquerda é dado por (da, B) = fM Oa A *3, onde

IanxB) = danxB+(—1)PTla Ad(xp),
= daAxB+anx*d(xB).

Observamos que, por causa dos tipos de a e 3, d(a A *x8) = d(a A x8), entao
pelo Teorema de Stokes,

/M(aa)_/\*ﬁ = /Mc_)c/\*(—*a*ﬁ),
ou, (9a,B) = (,0"B)

se 0* é definido por
0" = — % 0x : EPITH (M) — EPU(M).

Proposicao 7.19. Se ¢ € &P9(M) é uma (p,q)-forma O-fechada, entdo v ¢é
ortogonal & imagem do operador 0*.

Demonstragao: Se Jv = 0, temos
(¥,9%0) = (9, 0) = 0.
Entdo v é ortogonal ao subespago 9*&P 41 (M) C &P9(M).
Aplicaremos essas consideramos para melhor entender a cohomologia de Dol-

beault. O grupo de cohomologia de Dolbeault de M, em bi-grau (p, ) é o espago
vetorial definido por

ker{d : EP9(M) — EPIHL(M)}
{3 : €791 (M) — Era(M)}

HY9(M)

Uma classe de cohomologia a = [¢)] € HY'*(M) é um sub-espago afim
o= (Y] = {¢+06; f &P (M)} C ker(d) C £79(M).

Um elemento ¥ € o é de comprimento minimo entre as formas em « se para
todo e todo t € R,

191 < llv +t9BII* = 011> + (), 8) + (9B, ) + t*[19B]*.

A expressao a direita admite um minimo local em ¢ = 0 se o termo linear
Re(¢,08) = 0. Mas pedimos isso para todo 8 € &P4~1(M), entdo 1 é um
elemento de comprimento minimo se

(¥,08) = (0", ) =0

para todo 3 € &P4~1(M), 0 que € equivalente a 0% = 0. Estudaremos solucdes
simultaneas das equacgoes 0y = 0 e 0% = 0.

Definicao 7.20. Seja Aj o operador diferencial
Ag = 00"+ 00 : EPY(M) — EPY(M).

Ag é chamado o operador d-Laplaciano em M da métrica Hermitiana g.
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Proposicao 7.21. Para ¢ € &P1(M), Agyp = 0 se e somente se oY =0 e
0*p = 0.

Demonstragao: Uma das implicagoes é ébvia. A outra segue da conta
(Ag, ) = (9°9, ) + (90", ) = [[99||* + [|8" ||
Logo se Azt = 0, necessariamente nés temos 9y = 9*1p = 0.

Exemplo: No caso n = 1, temos que M é uma superficie de Riemann. Seja g
uma métrica Hermitiana. Entao temos operadores

EO(M) —2 5 £91(M)
'\/

5*
Para f € §°(M) e o/ € &1 (M), supomos que f tem suporte contido numa
carta de (U, z) de coordenadas , tal que em U, o/ = adZ, para « € cg’o(U). Entao
a métrica é dada por g = e?|dz|? e a forma de volume é dvol, = w = e?sdz Ndz,
para alguma funcio ¢ € £°(U,R). Entéo,

/(c'_)*a’,f>dvolg = /(a’,5f>dvolg,
M M

s 0
= 2/M<adz, (,ﬁdz}e dz N dz,

- 3/ o2l 14z, dzeds n dz,
2y OZ

- 3/ o2l ax n dz,
2y Oz

— @fe_“” efdz N dz,
M 32

Oa
= —_e P __
/ (—e aZ,f)dvolg.

Na terceira para a quarta equacao, usamos que (dz,dz) = e~ ¥ e na préxima
igualdade usamos o teorema de Stokes no dominio U. Concluimos que o operadora
0 : 91 (M) — &°(M) é localmente dado por 9*(ad?) —e’@g—‘j. O 0-Laplaciano
nesse caso é entao localmente dado por

Asf = 0°0f,

para variedades de dimensao n > 2, a expressao fica mais complicada.

Definigao 7.22. Uma forma a € &79(M) é 9-harménica se Aza = 0. Deno-
tamos por HP? = ker A5 C &P1(M) o espago de (p, ¢)-formas harménicas.
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Observamos que
(Ago’, B) - (Ua Agﬂ)

Isso implica que se 7 = Ao, entdo y é ortogonal, no produto escalar definido
acima, ao espaco H?¢, pois se Az8 =0,

(Va/@) = (Aéaa ﬁ) = (O’, Ag,@) =0.

Queremos entender a imagem de Ajs. N6s fazemos uma afirmagao muito rela-
cionada : em toda classe de cohomologia de Dolbeault «, existe um tnico
representante harmonico. Isso é, existe um tnico elemento ¢ € « tal que 0y = 0
e também 0*1) = 0.

Teorema 7.23. (A Decomposicao de Hodge) Seja M, J,g) uma variedade com-
plexa compacta Hermitiana.

1. O espago vetorial
HP 9 =ker{Ag: EPIM) — EPI(M)}
€ de dimensdo finita.
2. A projecdo ortogonal
alt s EPI(M) — HPY

€ bem definida por

onde {'} é uma base unitdria de HP9.

3. Além disso, existe um operador (inico), simétrico com respeito ao produto
escalar em EP1(M),

G:EPY M) — EPI(M)
tal que

.« G(HP) =0,
o Idgra ="t + AzG.

Em particular, restrito ao subespago (HP:?)+ C &P9(M), onde 7' se anula, G
age como um inverso ao operador de Laplace. Para toda ¢ € &P1(M),

Y =7t (p) + 0(0*Gp) + 0* (DG).

Observamos que os trés termos na soma a direita sao mutuamente ortogonais,
entao nds temos uma decomposicao ortogonal em soma direita

EPUM) = HP? @ Im(Ag) = HPI @ dEPTH(M) @ 0*EPIHH(M).

Assim, temos um critério algébrico para poder encontrar solucées da equacao de
Poisson nesse contexto.
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Proposigao 7.24. Dado n € &P1(M), existe uma solugio ¢ € EPI(M) a
n=A5p se e somente sen L HP o que € dizer (n,v) =0 para todo ¢ € HP1.

Demonstracgao: Isso é imediato da primeira decomposicao na equagao 2.

Em particular, se n L HP'?, ¢ = G(n) é a Unica forma que satisfaz as duas
condigoes

e Agp=m,
o | HPI.

7.3 Esbogo da Demonstracao do Teorema de Decomposigao
de Hodge

Essa secao sera substituida em alguma versao mais completa dessas notas.
Descrevemos rapidamente a demonstragao do teorema de decomposigcao de
Hodge, seguindo o argumento apresentado em Griffiths e Harris. Os resultados
bésicos sobre analise em variedades sao :

e 0 mergulho de Sobolev;
e 0 lema de Rellich.
Mais especificamente, usaremos :
e a desigualdade de Garding (uma estimativa eliptica);
e 0 teorema espectral para operadores compactos.

Denote por V uma conexao fixada em AP9. Para o € &P9(M) seja

k
Ha||i:2/ V2 a|%dvol,,.
=0/ M

Seja WH2(AR?) o fecho de £P9(M) na topologia induzida pela norma || - .
Lembramos dois resultados fundamentais.

Teorema 7.25. (Teorema de Mergulho de Sobolev) Se k > n = dim¢ M, e
k—mn > s, entao

WHE2(AP9) C C%(APY),

onde aqui C*(AP?) € o conjunto de seg¢des diferencidveis de classe C*® do fibrado
AP

Teorema 7.26. (Lema de Rellich) A inclusdo
i WH2(APT) s WO2(AP) = L2 (AP9)

€ compacta.
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Isso é dizer que se {u,} C WH2(AP9) é uma sequéncia limitada na norma || - ||y,
entdo existe uma sub-sequéncia convergente na norma || - ||o.

Dada uma forma n € L?(AP9), um elemento ¢ € WH2(AP?) é uma solugao
fraca da equagao Az = n se para todo ¢ € WH2(AP9), temos a igualdade

(n, %) = (90, ) + (0%, ™).
Essa definicdo motiva a definicado da Energia de Dirichlet e o Produto
Interior de Dirichlet. Para ¢, € WH2(AP:9), sejam

D(p) lellz + H_%II_%Q + ||5:‘</>Hi_z,
D(p,¥) = (%) + (09, 0¢) + (%9, 0" ).

Afirmamos sem prova que D é uma norma em WH2(AP:9) e existe uma constante
C > 0 tal que para todo p € WH2(AP:9),

D(p)"? < Cllelh = Cliells + IV13)"2.

Essa desigualdade segue porque 0y e 0*¢ s6 envolvem uma derivada de ¢, o que
é controlado por V.

Teorema 7.27. (Desigualdade de Garding) Existe K > 0 tal que para todo
p € EPI(M),

el < KD(9)? < CK|lg]|s.-
Se ¢ € suave, isso € dizer que

leli < K((e, )+ (0, A50)),
K(p, (I +Ag)¢).

A desigualdade de Garding é uma consequéncia do operador Aj ser eliptico, e
desigualdades desse tipo valem para uma classe grande de operadores desse tipo.

Proposigao 7.28. Se n € W*2(AP9), para k > Oe ¢ € WH2(AP9) é uma
solugdo fraca da equacio Az =10, entio @ € WFT2.2(AP:9),

Corolério 7.29. Sen € &79(M) é uma (p,q)-forma suave e ¢ € WH2(AP9) ¢
uma solucdo fraca da equagcdo Agzp =n, entdo ¢ também é suave e pertencente
a EPI(M).

Esse resultado segue do resultado adicional que se ¢ € W*2(AP) para todo
k>0, entao ¢ € &P9(M).

Corolario 7.30. Se ¢ € WL2(AP9) satisfaz fracamente a equagdo Agp = \p
para algum X € C, entao ¢ € EPI(M).

Lema 7.31. Para todo ¢ € WY2(AP9) = L%(APY), existe uma tnica ¢ €
WL2(AP9) tal que para toda n € EP9(M),

(90777) = D(%U) = (¢7 (I + Aé)n)'

104



Isso é dizer que 9 é uma solugéo fraca da equacgao Azy + ¥ = . Além desse
resultado, o mapa

T:WO2(APY)  — Wh2(AP9),
o — Y=T(p)
é continua e pelo Lema de Rellich a composicao
T: W — wh? — Wwo?

é compacta.

Demonstracao de Lema 7.31 A desigualdade de Garding implica que as
normas D'/2 e || - ||; sdo equivalentes em W1H2(AP9). Seja p € WO2(AP9) e
considere o funcional linear

Lwh? — C,

Nos temos

Ll < lnllzzlielze < llll2D(m)'/?

entdo [ é continua em W12, O teorema de representacio de Riesz diz que existe
uma tnica forma ¢ € W12 tal que I(n) = D(n, ) para todo n € W12, Isso é
dizer que

(777 90) = D(’?: ¢) = ((I + Aé)ﬁﬂ/’)-

Entao podemos definir 7' por T'(¢) = 1. Agora afirmamos a continuidade de T
Primeiro, lembramos a desigualdade de Young, que duz que para todo a,b € R e
€ >0, temos ab < %az + %Ebz. Pelo desigualdade de Garding,

ITel} < KD(Ty,Typ),
K(Ty,¢),
< K|[Tellollello-
Ke K
< Tl + =3
< 5 [ <P||o+2€||80||0

Escolhemos € = 1/K, tal que Ke/2 = 1/2. Entéo,

2 2 2 1 K2 2
ITelE = 1Tl + IVTel} < 5+ - lleli,
ITel} < K'llel,

e logo T é continua.

Como mencionado acima, Lema de Rellich implica que a aplicacio T : W92 —
W92 ¢ compacta, assim mostrando o outro ponto chave para a demonstracio
do teorema de decomposicao de Hodge. A demonstragéao termina usando o
teorema espectral para operadores compactos, auto-adjuntos em espacos de
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Hilbert. Deixaremos essa parte do argumento, mas continuaremos usando o
operador T' para terminar a demonstragao do teorema de Hodge.

Pela definigao de T, » = T'p satisfaz

() = ((I +Ag)n,¥)

para todo n € &P9(M), e logo ¢ é uma solugao fraca de Az + ¢ = o.
Observamos que Ag(T¢) = 0 se e somente se T = ¢, o que é identificar
HP9 = ker(Ajz) com o +1-auto-espago de 7.

Proposigao 7.32. HP? € um espaco vetorial complexo de dimensdo finita.

Demonstragao: Se dim¢ HP'? = oo, entdo existe uma sequéncia {¢;} C HP?
com ||@;|lz2 =1, (@i, ;) = 0 para ¢ # j. Elementos dessa sequéncia satisfazem
Ty; = p;, e pela compacidade de T, existe uma subsequéncia convergente na
norma L2. Mas isso é impossivel pois ||¢; — ;|12 = V2.

Podemos comegar a estudar as aplicagoes do teorema de Hodge.

Corolario 7.33. Sejam M uma variedade complexa compacta e g uma métrica
Hermitiana em M. Entdo o grupo de cohomologia de Dolbeault satisfaz

H29(M) 2 HP9 = ker(Ay).

Em particular, Hg’q(M) é de dimensao finita e cada classe de cohomologia
contém uma unica forma harmonica.

Demonstragao: Seja o € H g’q (M) uma classe representada por uma forma
fechada ¥ € a. Pelo decomposicao de Hodge, 1) decompde-se numa soma de
termos L2-ortogonais

) e gp,q(M) = HP1 ggp,qfl(M) oy g*gp,qul(M)’
Y = h+0p+0*B.
Primeiro, observamos que por 1 ser fechada, 0*3 = 0. Isso é,

= (0h,p) + (9%¢, B) + 0" BII,
10" 81
Logo 1 = h + Oy é cohomdloga & forma harmonica h e a aplicacio
HPY — Hg’q(M) (2)

que envia uma forma harménica & sua classe de cohomologia, é sobrejetiva. Pelo
outro lado, se uma forma harménica é cohomologicamente trivial, h = dp e

Ihl* = (h,dp) = (9"h, ) =0,

e logo h = 0 e 0o mapa da Equagao 2 é injetivo.

Segundo, lembramos a definicdo do operador adjunto 9* = — % 0. Isso implica
que *Ajz = Ag* e entdo que uma forma h é harmonica se e somente se *xh é
harmonica.
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Corolario 7.34. O operador estrela de Hodge determina um isomorfismo C-
anti-linear

% H{PA _y Yr—PI—a
Esse isomorfismo depende sobre a métrica, mas via os isomorfismos

HO(M, Q) = HEA(M) = 1P

podemos definir um isomorfismo de uma maneira que depende apenas sobre a
estrutura complexa. Seja g a forma bilinear definida nos grupos de cohomologia
de Dolbeault

g: H2U(M) x HY P""U(M) —  HZ"(M) — C,

0] , (8] — [anf — /Maw.

Primeiramente, observamos que o produto ¢ bem definido. Se [a] = 0, entao
a=0yeaNB=0(yAB)=d(yApB), cuja integral em M se anula pelo teorema
de Stokes.

~

Lema 7.35. Se M € uma variedade complexa compacta coneza, entdo Hgn(M) >~

C.

Demonstracao: Mostramos que H™" = C. Uma forma ® € £™"(M) tem
a forma ® = fw™ para f € C>®°(M), e & é harmonica se e somente se
0*® = — %0 * (fw") = —n! xdf = 0, o que implica que f é holomorfa. M é
compacta e conexa, entao pelo principio de maximo, f deve ser constante.

Concluimos que integragao define um isomorfismo entre H gn(M ) e C e a forma
quadratica ¢ define uma aplicacgao

q: HYN(M) — (HZ " 79(M))".

Teorema 7.36. (Dualidade de Serre) A aplicagao q € injetiva e logo define um
isomorfismo

Hg* (M) = (Hz~ """ (M))".

Demonstragao: Pelo Corolario 7.34, e o teorema de Hodge, o dominio e
codominio tem a mesma dimensao, entao é suficiente mostrar que g é injetiva.
Suponha que ¢([a]) = 0, onde podemos também supor que « é uma (p,q)-
forma harmonica com respeito a alguma métrica auxiliar. Isso é dizer que
q([a], [B]) = 0 para toda (n — p,n — g)-forma fechada 8 € &* P~ 2(M). Porem,
se « é harmonica, *x« é fechada e

0=alfal. ) = [ ansa=alt,

e logo a =0 e ¢ é injetiva.

Definigao 7.37. Seja M uma variedade complexa compacta conexa de dimensao
n. Os nameros de Hodge de M sao, para 0 < p,q <n

WP A(M) = dime H(M, O%,) = dimg HE(M).
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Até agora, ja vimos as identidade, relacoes e propriedades
1. AP < o0,
2. B =1,
3. hP4 = pr=pn—4,

Se M admite uma métrica de Kéhler, existem mais relages entre os nimeros de
Hodge, e também existem relagoes com os nimeros de Betti :

bi(M) = dime H*(M, C).

Teorema 7.38. Seja (M, J,g) uma variedade Kdihleriana compacta conezxa de
dimensao complexa n.

1. bog (M) # 0 para todo k =0,1,...,n.

2. Sen e HY(M,Q%,) é uma p-forma holomorfa global em M, entio dn =0
e n =dy somente se n = 0.

3. A aplicacao
i HO(M7 Q‘?W) — HgR(Mv (C)

que envia uma p-forma holomorfa global em M para a sua classe de
cohomologia de De Rham é injetiva.

4. Para qualquer subvariedade complexa fechada V-C M de dimensdo com-
pleza k, a classe de homologia de V' € nao-nula em Ha,(M).

Demonstragao: Seja w a forma de Kahler de g, satisfazendo dw = 0. Entao
wk € &Mk (M) satisfaz d(w”) = 0 e [w*] € K25 (M). Sabemos que a forma de
volume Riemanniana de g é dada por dvoly = Gw™ e [, w™ = nlvol(M) > 0.
Se wk = dyp para i € EFF7L(M), entdo w™ = d(y Aw"F) e

/M = /M dw ™) =0

pelo teorema de Stokes. Concluimos que [w¥] # 0 € H2%(M).

Mostramos ponto 4. Seja V' C M uma subvariedade suave sem bordo e de
dimenséao k. Consideramos o produto

Hoo(M) x H35(M,C) — C

definido a seguir. Seja o = >, 0; um ciclo singular de dimensao 2k, para
o; : A — M aplicagoes suaves definidas no simplice A = {(t1,...,%2) ; t; >
0,5, t; <1} e com do = 0 no sentido de homologia singular. Seja o € &2*(M)
com da = 0. Entao definimos o produto acima por

(lo}, o]} = Z/ o= ;/A«r;‘a)

Se V' C M é uma subvariedade complexa fechada, determinando uma classe [V] €
Hoy (M), veremos que ([V],a]) # 0 para algum [o] € H2%(M). Especificamente,
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seja [a] = [w"], para w a forma de Kihler em M. Para i:V — M o mapa de
inclusdo, a métrica gy = i*g = g|y é uma métrica Hermitiana em V', com forma
de Kéhler wy = i*w. Logo, dwy = di*w = i*dw = 0, e wy é uma métrica de
Kéhler e, em particular, a forma de volume de wy ¢ dada por w¥ /k! = i*(w*)/k!.
Por isso,

1 -5
0#vol(Vigv) = 4 V%(w’“),

= (V] ")),

como desejado.

Demonstrar ponto 2 precisa de mais trabalho. Seja n € &PO(M). n é holomorfa
se On = 0. Afirmamos que se n # 0, entdo

/ NAGAWP #£0.
M

Seja {p!,...,¢"} um co-referencial local unitdrio. Isso é ¢! € &LO(U) e
(', ) = 26%. Entdo,
n = Z 7]](,0“/\/\@1:0 :Z’I’}Igﬁl eé&p,O(U),
1<i) < <ip<n 1
no= > me €&MW),
1
nAn = Y nmue’ A@T.

1J

A forma de Kahler admite a expressao w = % Z?Zl @ A @7, entdo,

n—p
S L - (;) Z S0]1 A s0J1 Ao /\wjn—p A @jn—p’
jlv---,jn—p
i\"? (n=p)(n—p—1) ) , ) ,
= (2> (=D = (n—p) > PN QTP NPT NI,
1§j1<"'<jn7pgn
i(n—p)?
i _
= (n=plge Y. AN
|K|=n—p
e i ) I oK A o7 A oK
NATAW? = (1) RN AN
1,J,K

Se I # J, entdo para todo K, ou ¢! A ¢ =0 ou @’ A g% = 0. Logo,

wn—P

NANN —
(n—p)!

Cp Z Inr|*dvol,,

[T|=p

para uma constante C;, # 0 que depende apenas sobre p. Em particular, se
n#0, entdo [, n A Aw"P # 0. Entao, se In = 0, entao 97 = 0. Segundo, se
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n = dip = Y (por 7 ser de tipo (p,0)), temos

/n/\f)/\w”_p = /81/1/\77/\w”_p7
M M

/ d(p A AW"TP),
M
= 07

pelo teorema de Stokes, onde também usamos que 977 = 0 e que d(Y ATAW™P) =
A(Y AN Aw™P) porque ¥ A Aw™ P é de tipo (n — 1,n). Concluimos que uma
p-forma holomorfa e exata deve ser identicamente nula. Em particular, se n é
holomorfa, 0n é exata, entao deve ser nula, e logo dn = 0, como afirmado em
ponto 2 do teorema.

Ponto 3 do teorema é uma consequéncia imediata do ponto 2.

O segundo ponto do teorema anterior é muito interessante, mas acaba sendo

um coroldrio imediato das identidades de Kéahler, que descreveremos em breve.

Esse ponto, e os outros desse teorema, utilizam fortemente o fato de que M é
equipada com uma métrica de Kahler e as conclusoes nao valem em geral quando
a variedade nao admite uma métrica desse tipo. Uma excepcao no ponto 2 é para
p =n, em que a conclusao ainda é verdade para qualquer variedade complexa
compacta, sem necessidade de uma métrica especial. Observamos que nesse caso,

0 mapa
1/2
M

define uma norma em H°(M,Q7,), para uma escolha boa de C # 0, que pode
ser relacionada com o teorema de Stokes.

7.4 As Identidades de Kahler
Definimos a aplicagao de Lefschetz
L:&PI(M
L(p
e seja A : EPTLITLH (M) — £P9(M) o adjunto de L, definido pela condigio
(Lep,m) = (@, An)

para todo ¢ e 1. Para comegar, observamos que L e A sdo operadores algébricos
e sao definidos pontualmente,

N gp+17q+1(M)’

= WwWAp

)
)

. APt+1l,g+1 P,q
Ay : AP — AP,

Esses operadores dependem fortemente sobre a métrica g que determina w e
podem ser definidos para qualquer métrica Hermitiana. Porém, caso g seja de
Kihler, L e A relacionam-se fortemente com o operador diferencial d e mesmo
com a derivada exterior d.
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Teorema 7.39. Seja (M, J, g) uma variedade de Kdhler, entao temos as relagoes
(A 0] = 0",
[A0] = —io".

Demonstragao: Mostramos as identidades em um ponto z € M. [A,J] e i0*

sao operadores da primeira ordem, entao nas expressoes locais, que dependem

’yoe 09,5 . \ .~
sobre a métrica, aparecem apenas 2, avaliado no ponto x. Gragas & Proposicao

7.9, podemos escolher uma carta de coordenadas em que 889;5 (z) = 0 para todo

«, B,7v. Por isso, é suficiente demonstrar o resultado em C”, com a métrica
Euclideana. Nesse caso, w = £ >, dz* A dz¥, e escrevemos &4 = £P4(C") o
espaco de (p, ¢)-formas em C" de suporte compacto. Definimos
ep: EP1 —  gPTLA
o — d2¥ Ao,
ey EP1 —  gPatl

Y — de/\(p.

Sejam iy, = e} e ix, = €} as aplicagoes adjuntas. Os mapas iy, e iy sdo dados por
contracio de formas pelos campos 9/02% e 9/0zF, respeitivamente. Afirmamos,
sem demonstragao, que

1. exir + irer = 2, com a mesma relagao para os operadores conjugados.
2. eri; + e, = 0, sempre que k #£ [, e
3. epiy+ie =0 para todo k,I.

Também, consideramos os operadores diferenciais simplificados

8k,8k:é0§”q — éocp’q,

O | Y prsdz' ndz? ) = 0017 .1 dz’,
0z
1J IJ
3 - dprg _
I J _ I J
Ok (IEJ prgdz" Ndz ) = 2 BEC dz" Ndz”.

Observamos que 0y, e J, comutam com os operadores algébricos e;, &, i, ;.

Proposigao 7.40. Consideramos &1 com o produto escalar L? discutido acima.
O adjunto formal de Oy ¢ 05 = —0 € 0 de O, € Of = —Ok.

Demonstragao: Segue do teorema de Stokes que

dpry — 0y
. dvolen = — . dvolgn,
. 0k Y1 dvolc / P11~ dvole
o que demonstra que 9 = —0y.

A utilidade desses operadores algébricos e diferenciais é que temos expressoes
simples para os operadores exteriores J e 0. Em particular,

0
Op = PLL gk A de! A dE? = (Z O - ek> ®.
k

0zk
1,7k
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Similarmente, 0 = Ok - € e os operadores adjuntos sdo 0% = —0 - i e
) k
0* = —0 - 1. Da mesma forma, temos

V=1 -
L=wnN- = ?zk:ek-ek,

/=1 _
A = 5 > ik -k
k
Logo, calculamos

_,/_1 -
AD = 5 %l: iklkero,

—/=1 o V-1 =
= \gi Z ILirerOk + T Z Zklkelala

k;él
Z eririx0l,
k;«él

= _Fz 10 — —— Zekzkzkak - — Z e10yiki,

k£l

_F

= 0" 4+ 0A.
Logo [A, 0] = i0*. A outra igualdade segue por conjugacio complexa.
A aplicacao principal dessas identidades é uma comparacgao dos varios operadores
Laplacianos. Consideramos
A; = 09"+,
Ay 00™ + 070,
Ay = dd*+d*d,

para
d: EF(M) — &F(M)

a derivada exterior. Os operadores d,d,d sao relacionados por d = 9 4 0, mas a
maneira em que eles interagem com a métrica, via a definicao dos adjuntos e dos
Laplacianos, pode ser complicado. Em uma variedade de Kéhler, essa interacao
é muito mais simples.

Teorema 7.41. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta orientada.
FEntao,

1. HE =ker{A,: EF(M) — EF(M)} tem dimensado finita.

2. Eziste uma decomposicdo direita ortogonal com respeito d norma L?
EF(M) = HE @ AyEF(M).

3. Toda classe de cohomologia de De Rham contém uma unica representante

harménico h, tal que Agh = 0.
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A demonstracio é igual & demonstracio indicada para o d-Laplaciano, e deixamos
daqui.

Coroldrio 7.42. A dimensio de HE ¢é igual a bi,(M), o k-éssimo nimero de
Betti de M.

Seja (M, J, g) uma variedade de Kéhler. Nesse caso os trés operadores de Laplace
sao relacionados, e, em particular, os nilceos deles podem ser relacionados.

Proposicao 7.43. Seja (M, J,g) uma variedade de Kihler. Entdo,
1
As=Ay=-A4.
2
Demonstracgao Usando as expressoes para os operadores adjuntos, vemos
—iAg = O(AD — OA) + (AD — OA)0,
iAg = O(AD—OA)+ (A — ON)O,
= iAp.

Além disso, as identidades [A, d] = i0* e [A, 0] = —i0* implicam que

00" +0%0 = 0,

90* +9*0
Logo, podemos considerar o Laplaciano da derivada exterior

Ay = (04+9)(0"+09")+ (0" +0%)(0+9),
= Ap+ Ay,

como desejado.
A derivada exterior decompde-se como d = 9 + 9. Definimos um outro operador
diferencial por

d® =i(0 —0).
Observamos que se f € C°°(M,R) é uma fungao real, entao df e também d°f
sdo 1-formas reais, pois i0f = —i0f e

dof =idf —i0f = —idf +idf = d°f.
Também observamos que dd® = —d°d = 2i90. Entao, as identidades [A, 8] = id*
e [A, 0] = —i0* implicam que
[A,d] =i0* —i0* = —(i0 — i0)* = —d“".

Coroldrio 7.44. Seja (M, J,g) uma variedade de Kihler. Entdo [L,A4] =0
ou, equivalentemente, [A, Ay4] = 0.

Demonstragao: A condigdo dw = 0 implica que d(w A ¢) = w A dp, 0 que
interpretamos como [L, d] = 0. Equivalente a isso é [A,d*] = 0. Disso segue que

Add* +d*d) = dAd* —d*d* + d*Ad,
= dd*A+ d*d°* + d*dA — d*d°,
= AJA.
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