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1. (2.5p.) Encontre os autovalores e autofungdes do problema de valores de contorno dado
y'+ Ay =0, y(0)=0, y'(r)=0. (1)

Descreva todos os casos envolvidos no discriminante da equacao caracteristica associada a equagao
diferencial (1).

Resposta: A equacdo caracteristica correspondente r?4+\ = 0 tem as rafzes r; = vV—Aery = —v/—\.
Assim consideramos os seguintes tres casos:

a) A < 0: r1 = /|Al,r2 = —y/|\| raizes da equagdo caracteristica reais e distintas. A solugdo

geral é dada por
y(x) = Acosh(y/|A|x) + Bsenh(y/|A|x).

Como
y'(z) = Av/|\|senh(\/|\|z) + B/|A| cosh(/|\|z),

considerando as condigoes de contorno, nos temos
0=y(0)=A-1+4B-0 =A=0
0 =9/ (7) = By/|\| cosh(y/|\|).

Entao, como +/|\|cosh(y/|A|7) # 0 temos B = 0. Portanto, a tinica solu¢ao possivel quando
A < 0 é a solugdo trivial y(x) = 0. Conluimos que se A < 0 nao temos autovalores, ji que a
Unica solugao é a trivial.

b) A = 0: r = ro = 0 raizes da equacdo caracteristica reais iguais. A solugao geral é dada
por y(z) = Az + B. Como y/(z) = A, aplicando as restrigdes no contorno 0 = y(0) = B e
0 =4/(r) = A obtemos que A = B = 0. A tnica solucao possivel quando A = 0 é a solugdo
trivial y(x) = 0. Concluimos dai que A = 0 néo é autovalor deste problema.

c) A >0: r; = iy/|\|,r2 = —iy/|)\| raizes da equagdo caracteristica sdo complexos conjugados.
Seja v = 4/|A| > 0. A solugdo geral é dada por

y(z) = Asen(vyx) + B cos(yz).

Assim y'(xz) = yAcos(yz) — yBsen(vyx). Aplicando a primeira restricdo no contorno 0 =
y(0) = B obtemos B = 0. Portanto a solugao se torna y(z) = Asen(yz). Além disso temos
0 =y'(m) = yAcos(ym). Isto implica que ou A = 0 (que néo nos interessa pois fornece solugao
trivial) ou cos(ym) = 0. Entéao, como v > 0, concluimos que y7 = nw/2, comn =1,3,5,..., e

2
conclufmos dai que A = v? = (@) , k> 1. Dal temos que os autovalores correspondentes

2
a A > 0 sao da forma A\, = (%) , com k > 1, e suas autofungoes correspondentes serao
yi(z) = sen(Z- 7).
. - - 2
Em resumo, obtivemos que as auto-valores e auto-fungoes da EDO sao dadas por A\ = (T) e
yi(z) = sen(ZE22), k> 1.



2. (2.5p.) Seja f(z) =senzx, 0 <z < m. Considere a funcdo

g(z){f(%r—x)7 se m < x<2m, @)

f(z), se 0 <z <.

a) (1.5 p.) Ache a série de Fourier da extensao impar g;(z) de g(z) definida em (2) suponha que
gi(z + 47) = g;(x) para todo z € R.

b) (1.0 p.) Esboge o grafico da série obtida no item 2a no intervalo [—2m, 27].

Resposta: a) Observamos que

() {senx se0<ax<m {senx se0<ax<m
g _ _

sen(2r —x) sew <x < 2w —senx sew <z <2m

Para que g; satisfaca as condicOes exigidas, ela tem de ser

—g(—z) se —2r<x <0
gi(z) = ¢ g(2) se 0 < <27
0 se x = 0 ou x = 27,

supondo tambem que g;(x + 47) = g;(x) para todo = € R.
Como —7 < z < 0 implica 0 < —z < 7 e para tal x temos g;(z) = —g(—z) = —sen(—z) = senz.
Analogo —27 < x < —7 implica® < —x < 27 e para tal x temos g;(z) = —g(—x) = —(—sen(—x)) =
—senz. Entao
—senz se —2r<x < —T
sen x se —m<x<0
gi(x) = {senx se0<z<m
—senzx sew <x <2

0 se x =27

e gi(x +4m) = g;(x) para todo z € R. Assim a série de Fourier dela é dada por

o0
nwx nx
S(x; ;) E by, sen —— E b, sen —,
2

n=1

n=1

onde
2 [ 1
bn:% ; g(x)sen@dx—; ()sen%dm
1 s 2
= f/ sena:sen—dx — f/ senxsen—dm
T Jo
Com y = 27 — x temos dy = —dx e podemos escrever

2 0 ™
/ sen x sen % de = — / sen(2m — y) sen(g(%r —y))dy = / sen(2w — y) sen( 5 (2r —y)) dy.
T 0

s
Como

sen(27r —y) = —seny

sen( 5 (2m — y)) = sen(nw — %) = Sennm cos % — cosn sen % = (=1)""!sen %

concluimos que

1 2m ™ ™
—= / sen  sen % de = (-1)"*! / senyben " gy = —(—1)"/ seny sen % dy
™ 0 0

™
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Figura 1: Grafico da série de Fourier S(x;g;)

e assim ) 1
b, = —(=1) / sen z sen — dzx.
™ 0
Como senz sen % = 1 (cos(z(1 — 2)) — cos(z(1 + %)) temos
1— (- (7
b, = 2(7r)/0 (cos(x(l - g)) —cos(z(1+ %))) dx
Calculamos entao que para n = 2k par, k > 1, temos by, = 0. Como para n # 2 temos
T 1 2 2 -2
/0 cos(z(1l — g)) dx = -z sen(l — g)x 16 = 57 sen(l — %)w = sen(n 5 ),
T 1 2 2 2
/0 cos(:v(l—&—g))dm: Tz se 1+ )z|f = 2_'_nsen(l—&—f)ﬂ: 2_~_nsen(n+ ).
Para n = 2k — 1 impar, k > 1, calculamos
o2 (@k=3r 2 (2k+r
LT 2k = 3)m 2 2k + 1) 2

Assim, a série de Fourier é dada por

(2k — 1)z

S(z,g:) = ; bak—1 sen —

b) Note que a extensdo g;(z) é seccionalmente continua em todos os pontos em [—2m, 27|, pois a

fungado sen x é continua em [0, 7] e temos somente finitos pontos de descontinuidade. Analogamente,
gi(x) é seccionalmente continua em [—2, 27]. Pelo teorema de convergencia concluimos que para
todo x € R G (at) + i)

~_ Gilz4) + gi(z—

St gy = LT F )

Pelo continuidade, se —27 < < —7 ou —7 < x < 0 temos g;(z+) = g;(x—) e portanto S(x;g;) =
—senz ou senz. Analogamente, se 0 < z < mou w < z < 27 temos g;(z+) = g;(x—) e portanto
S(x;9;) = senx ou —senx. Temos tambem g;(—27—) = 0 = g;(—27+), g;(—7—) = 0 = g;(—7+),
gi(m—) =0=g;(7+) e g;(2m—) = 0 = g;(27+) e, portanto, S(x;g;) = 0 em todos esses pontos. Ver
(Figura 1)

. (2.5p.) Encontre a solu¢do da equacio do calor a?u,, = u;, 0 < x < L, t > 0, que satisfaz o
conjunto dado de condigoes de contorno e temparatura inicial

u(0,t) =0, wu,(L,t)=0, >0,
u(z,0) =2z, 0<z<L.



Resposta: Aplicando a técnica de separagao de varidveis, vamos supor que a solucao seja da forma

u(r,t) = X(2)T(t). Entdo, pelo equagao de calor, temos a?X"”T = XT'. Rearranjando os termos
obtemos XTN = %T% = —\, onde A € R, pois o primeiro termo dessa equacao s6 depende de z, o
segundo s6 depende de ¢ e como desejamos que sejam iguais para todo z € (0, L) e t > 0 concluimos
que independente de x e t e, portanto, sao uma constante.

Assim as equacoes diferenciais diferenciais ordinarias nas variaveis = e t associadas sao da forma
X"(x) +AX(x) =0,  T'(t) +a*\T(t) = 0. (3)
Das condigoes de contorno temos que X (0)7'(t) = 0 e X'(L)Y(¢) = 0 para todo t > 0. Como nao
nos interessam solugoes nulas, temos que X (0) = X'(L) = 0.
Resolvendo primeiro o problema
X"+ 22X =0, 0
X(0)=X'(L)=0

Como no questao 1 concluimos que os auto-valores e as auto-solugoes sao

2k —1)m 2 (2k — 1)mz
== = = > 1.
Ak < > e Xi(z)=sen 5 , k>1

(2k=1) )2
Assim, a solugdo correspondente da equagao (3) em ¢ é dada por T (t) = e (a®57) k> 1.

Assim, obtemos as solugoes fundamentais

(2k — )mz

—(a (2k—1)7r)2t
ug(x,t) = Xg(2)Tp(t) = e L sen 5T ,

k>1.

A série de fungoes que é candidata a solugao é da forma
_(ynm2 nmTxr
u(z,y) = E cne @3 ) T gen ——
n=1,3,5,...
Analisando a condicao inicial para determinar os coeficientes c¢,,, temos
nwx
x =u(z,0) = g Cn SN — 7, 0<z<L. (5)
n=1,3,5,...

Note que somente os coeficientes impares sao nao nulos e, portanto, necessitamos considerar a
seguinte extensdo da funcdo f(z) = = para determinar os coeficientes. Vamos entao considerar uma
extensao fmpar e 4L-periodica f;(x) da funcdo da seguinte maneira:

f(z) se0<z<L
T se0<zx<L
f@2L —x) se L <z <2L
~ 2L — x se L <z <2L
fi(z) =< —f(—x) se —L<z<0 =
F2L + 2) oL <w<—-L |° se ~Lsa<0
— T se — r< —
—2L—x se —2L<x<-L
0 sex =0 oux=2L

supondo tambem que ﬁ(;v +4L) = ﬁ(x) para todo x € R.
Observamos que a série de Fourier de ﬁ(x) e dada por
9 2L _

S(x,ﬁ(x)) - ZC" Sen%? onde (), = 5L ; fi(z) sen%dm.
n=1

Com a representagao de f;(x) em cima temos entdo

Cp, =

=

L 2L
nmr nmxr
—_— 2L — —_— .
< ; f(z)sen 5L dx + : f( x) sen 5L dx)



Com y = 2L — z temos dy = —dzx e

nm(2L — y) nmy nwy
sen ——— = =sen (mr - —) = —sen (— - mr)

e podemos entao escrever

f(y)sen 5 dy  sen par

f(y)sen ¥ dy  se n impar

Concluimos que os coeficientes C,, sdo determinados pelo

0 se n par

C =
" 2 [ f(z)sen 22 dx  se n fmpar

Com integracao por partes, para n impar calculamos

L L
2 2 2L\ 2L\
z/f sen@dx— L/xsen%d <m> sen%r = (mr) (—pmHt
0 0
e assim
0 se n par
Cn = .
{(ifrf (=)™ se n fmpar

Como as fungoes fz e f sao seccionalmente continuas, podemos aphcar o teorema de convergenma
de Fourier. Como fZ é continua podemos concluir que S(z; f,) fl( ) para todo . Como fl( ) é
uma extensdo da fungdo f(z) = x, temos em particular x = fl( ) = S(x; fl) se 0 < x < L. Temos

entao )
2L nwx
= =) (-)""tsen—, O<az<L.
x n:§5 <n7r> (-1) sen 5L x

(3%

2L\ ? ) e
u(z,y) = <> % e (@37)"t gen %
& n=1,3,5,... n

Comparando com (5) concluimos que ¢,, = )2 (—1)"*+! e chegamos a solucio

) Encontre a solugdo u(x,y) da equagdo de Laplace 4z, + uy, = 0 na faixa semi-infinita
0,00) x (0,b), que satisfaz as condigdes de contorno

u(z,0) =u(z,b) =0, >0,
u(0,y) =100, 0<y<b.

Suponha que u(z,y) é limitada quando  — oc.

Resposta: Aplicando a técnica de separacdo de varidveis, vamos supor que a solugdo da equacao
de Laplace seja da forma w(z,y) = X(z)Y(y). A equagdo de Laplace fornece XY = —XY".
Rearranjando os termos obtemos XTH = —Y7” = )\, onde A € R, pois o primeiro termo dessa equacao
s6 depende de x, o segundo s6 depende de y e como desejamos que sejam iguais para todo = > 0 e

y € (0,b) concluimos que independente de = e y e, portanto, sao uma constante.



Assim as equacoes diferenciais diferenciais ordinarias nas variaveis = e y sao da forma
X" (z) — XX (z) =0, Y (y) + \Y (y) = 0.

Das condigdes de contorno temos que X (z)Y (0) =

0e X(2)Y(b) =0 para todo > 0. Como nao
nos interessam solugoes nulas, temos que Y (0) (

Y (b) = 0.

Resolvendo primeiro o problema

(6)

Y” 4+ AY =0,
Y0)=Y(®)=0

consideramos a equacio caracteristica 72 + X\ = 0 e as raizes dela. Devemos estudar os casos A < 0,
A=0eA>0.

a) A < 0: raizes da equacdo caracteristica reais e distintas 1 = \/|A|, 72 = —/|Al.

Entao a solucdo geral é dada por Y (y) = Acosh(y/|Ay) + Bsenh(y/|\|y). Considerando
a condicdo de contorno, nos temos 0 = Y (0) = A e portanto a solucao se torna Y (y)
Bsenh(4/|Aly). Considerando a outra condigao de contorno, nos temos 0 = Y (b) = B senh \/|7 b).
Como A # 0 e b # 0 temos senh(,/|A]b) # 0 e portanto B = 0. Portanto, a Unica solucao
possivel quando A < 0 é a solugao trivial Y (y) = 0.

b) A = 0: raizes da equacio caracteristica reais iguais r;1 = ro = 0. A solucdo geral é dada por
Y(y)=Ay+ B. Como0=Y(0) =B e0=Y(b) = Ab+ B obtemos que A = B =0. A tnica
solugdo possivel quando A = 0 é a solugao trivial Y (y) = 0.

c) A > 0: raizes da equagdo caracteristica sao complexos conjugados 11 = i\/|A[, 72 = —i/|Al.
Seja v = /|A| > 0. A solugao geral é dada por

Y (y) = Asen(yy) + B cos(yy).

Aplicando a primeira restrigdo no contorno 0 = Y'(0) = B obtemos B = 0. Portanto a solugao
se torna Y (y) = Asen(vyy). Além disso temos 0 = Y (b) = yAsen(yb). Isto implica que ou
A = 0 ou sen(yb) = 0. Entao, como v > 0 e b > 0, concluimos que vb = nm, com n > 1, e

. p 2 P
concluimos daf que A = 42 = (”—b”) , n > 1. Dai temos que os autovalores correspondentes
s

- 2 - -
a A > 0 sao da forma A\, = (” ) , com n > 1, e suas autofungoes correspondentes serao

b
Yi(y) = sen(*Fy).
Em resumo, concluimos que as auto-valores e as auto-solugoes de (6) sdo

nm\ 2 n
Ay, = (—W) e Yn(y):seniy, n>1.
b b
Com estes auto-valores podemos usar a EDO em z para obter as solugoes correspondentes X, ().

Temos, entao, que
nm

X"(z) — (T)an(x) =0, z>0.

Considerando a equagao caracteristica r* — (nm/b)* = 0 com rafzes r1 o = £2T, temos que a solugao
geral é dada por

X,(z) =Cev? + De” %"
A condic¢do que cada solugao u(z,y) = X(2)Y(y) — 0 quando & — oo, implica que C' = 0 pois

nmwT 7 ~ ~
e v sen *;¥ — oo quando ¥ — oo. Entdo a solucdo se torna

nwx

Xp(x)y=e"", n>1.
Assim, obtemos as solugées fundamentais

un(x,y) = Xp(2)Y,(y) =~ 5 sen—=, n>1.



A série de funcgoes que é candidata a solucao é da forma

oo

_ nrwx nmy

u(x,y)zg cpe” b sen ——.
n=1

b

Analisando a condicao inicial para determinar os coeficientes ¢,,, temos
00
100 = u(0,y) = ;cnsenn—zy, 0<y<hb.
Concluimos que os coeficientes sao determinados pelo

Cn n—=dy = —(1—cos(nm)) = { 400

200 [° nwy 200 0 n par
= — se
b Jo b nm o

n impar
Finalmente, chegamos a solugao

400 or 1vea 2k — 1)y
u(wy) =3 e Y /o son ZEZ 1Y

2k — D
k=1
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