Gabarito da 22 Prova Unificada de Calculo IV — Dezembro de 2010

12 Questao: (2.0 pts)

Resolva o problema de contorno:

{:UQy” —6xy’ +10y =0, x>0
y(1) =1, y(2) = 18.

Solugao: Como se trata de uma equacao de Euler, a solugao geral pode ser obtida
a partir da Equacao Indicial (que se obtém procurando-se solucoes do tipo y = =", r
constante). A Equac@o Indicial nesse caso é r(r — 1) — 6r + 10 = 0, cujas raizes sao
r1 = 2 e ro = 5. Portanto, a solucao geral é, para x > 0,

Yy = Cy 22 + Cox®.
Substituindo as condigoes de contorno, obtemos:

y(1)=C1+Cy =1,

Resolvendo esse sistema, obtemos C7 = 1/2 e Cy = 1/2. Logo, a solucao é:

22 Questao: (3.0 pts)

Seja f : R — R uma funcao periddica de perido 2w tal que

1 se—n<2<0,
f(x>_{2 se) <z <.

(a) Determine a série de Fourier de f(z);

(b) Determine o conjunto D dos pontos de R para os quais a série de Fourier de f
converge e calcule o valor do limite da série em cada ponto de D;

(c) Dé a expressao da fungao g periédica de perido 2w que coincide com f no intervalo

0 < z < m, mas que sua série de Fourier contenha somente termos em senos.

Solugao: (a) Calculando diretamente os coeficientes de Fourier de f:

ag = — ' f(x)dx = 3.

™

ap = 1 /7T f(x) cos(nz) de = 1 [/O cos(nx) dx + 2/07r cos(nx) dm} = 0.

—Tr —T
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by = /_ 7; f(x) sen(ng) da = % [ / i sen(n) dz + 2 /0 " sen(na) da:}

0 se n é par,

L [1—cos(nm)] =4
n — sen ¢ impar.

Logo, série de Fourier de f(x) é:

S(x)= -+

D] Qo
SRR

= 1
kZ:O ST sen((2k + 1)z).

(b) Como f(z) e f'(x) sdo continuas por partes em [—m, 7], temos que a série de Fourier

S(x) de f converge em todos os pontos de R e seu limite é:

S(p) = f(z) se f é continua em x,
(z) = { s[f(@4+0)+ f(z—0)] se f é descontinua em z.

Logo, e S(z) é a funcao periédica de periodo 27 tal que

1 se —m < x <0,
S(z) = 3/2 sex=0,

2 se 0 <z <,

3/2 sex=m.

(c) Para que g satisfaga as condigbes exigidas, ela tem de ser uma extensao impar de f,

isto é,

se —m < x <0,
se x =0,
se O0<z<m,
se r =T.

g(z) =

SN O N

»

-2

Observagao: A série de Fourier de g(x) nao se altera se redefinirmos os valores de g(x)
em um numero finito de pontos do intervalo [—m, 7]. Portanto, se considerarmos g(x)
periodica de periodo 27 tal que

-2 se 11 <zx2<0,
g(m):{

2 se O<ax<m,

a resposta esta correta.



32 Questao: (2.0 pts)

Usando o método de separacao de variaveis, determine a solucao geral da equacao do

calor 5 52
u u

—=4—, O0<2z <7 t>0,

ot~ 0a? rer
com condigoes de contorno do tipo misto:

ou
t,0) = —(t,m) = 0.
u(t, 0) = 5= (t,m)

Solucao: Pelo método de separacao de varidveis, devemos procurar solugoes nao nulas

da forma u(t,x) = T'(t) X (x). Substituindo esta expressao na equacdo, obtemos,

T'(t) _ X"(=)

T - X R

A primeira das equagoes acima nos fornece solucio geral do tipo T(t) = Ce*’, C € R.
Vejamos entao para que valores de A a segunda equacao fornece solucoes nao triviais

satisfazendo as condigoes de contorno. Portanto, devemos analisar as solugao de

X"=)X, 0<z<m,
(PC)

X(0)=X'(m)=0.

i) Se A = 0, a solucdo geral da equagao em (PC) é X(z) = Ax + B. Verificando
as condigoes de contorno, obtemos B = X(0) = 0e A = X'(7) = 0. Logo, nao
existem solucao nao nulas nesse caso.

ii) Se A = w? > 0, a solugao geral da equagdo em (PC) é X (z) = Ae¥” + Be 2.
Verificando as condi¢ao de contorno obtemos,

X(0)=A+B=0,
X'(7) = wAe”™ —wBe™“™ = 0.

O sistema acima por ser expresso na forma

(e —atmer ) (5) = (0)

Como o determinante da matriz é —2w cosh(wm) # 0 (pois w # 0), a Unica solucao
dos sistema é a solugao nula. Logo, nao existem solugoes nao nulas nesse caso.

iii) Se A = —w? < 0, a solucdo geral da equacio em (PC) é X(z) = Acos(wzx) +
Bsen(wx). Verificando as condic¢ao de contorno obtemos, X (0) = A=0e X'(7) =
wB cos(wm) = 0. Nesse caso, podemos obter solu¢oes nao nulas para w = (2k+1)/2,
k=0,1,2,....

Logo, para cada k = 0,1,2,..., temos A\, = —[(2k + 1)/2]? e as respectivas solucdes da

2
Xy (z) = Bisen <2k; 1:1:) , Ti(t) = Crexp [—4 <2k2+ 1) t] .
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A solugao geral pedida é, entao,

42 Questao: (3.0 pts)

Usando o método de separacao de variaveis, determine a solucao de

( 0%u  O%u

2 1, teR
9 a2 0, O0<z<l, tekR,
ou ou
Z2(t,0) = 2= (t,1) =0
8:6(’> 8:6(’) ’

0
\u(O,:c)::cQ, a—?(O,x)zO, 0<z<1.

Solucao: Por separacao de variaveis, obtemos

T//(t> _ X//(‘,r)
T(t)  X(z)

=XeR.

Temos portanto duas equagoes:

T'() = NT(1) o X'(2)=AX(z) (%)

Determinemos os valores de A\ para os quais a segunda equagao em () possui solugoes

nao triviais que satisfagam as condigbes de contorno: X’(0) = X'(1) = 0.

i)

ii)

iii)

Se A = 0, a solugao geral da segunda equagao em (%) é X (z) = Az + B. Verificando
as condigoes de contorno, obtemos A = X'(0) = X'(1) = 0. Logo, as fungoes
constantes X (z) = B, B € R, devem ser consideradas. Para esse valor de A, a
primeira equagao de (*) tem solugao geral da forma Ty(t) = Cot + Dy.

Se A = w? > 0, a solugao geral da equacao é X (z) = Ae“® + Be~“*. Verificando

as condicao de contorno obtemos,

X'0)=(A-Bw=0 = A=B.
X'(1) =wAe” —wBe™ =0 = 2wAsenh(w) =0

Como w # 0, segue que A = B = ( e, portanto, nao existem solugoes nao nulas
nesse caso.

Se A = —w? < 0, a solugao geral da segunda equagao em (*) é X (z) = A cos(wx) +
Bsen(wx). Verificando as condigoes de contorno obtemos, X'(0) = wB = 0 =
B =0. Logo X(z) = Acos(wz) e X'(1) = —wAsen(w) = 0. Nesse caso, podemos
obter solugbes nao nulas para w = km, k = 1,2, ... e a primeira equagao de (x) tem
solucao geral dada por Ty (t) = Cj cos(knt) + Dy, sen(kmt).
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Assim, dos itens (i) e (iii) acima, devemos considerar as solugoes X (x) = Ay cos(kmx),
0 <z <1, paracada k = 0,1,2,.... Analogamente, para a primeira equagao em (),
devemos considerar as solucdes que correspondem a A = 0 e A = —k272, isto é,

To(t) = Cot + Do, Ti(t) = Cx cos(knt) + Dy sen(knt), t € R.

Assim, a solucao geral da equacao que satisfaz as condicoes de contorno dadas é:

u(t,z) = agt + by + Z [ak cos(kmt) + by sen(kmt)] cos(kmx),
k=1

onde estamos denotando aj, = Ci Ay, b = DAy, ag = CoB e by = Dy B.

Para determinar as constantes ag, bg, a1, ..., vamos impor as condicoes iniciais, isto €,

z? = by + Z ay cos(kmx)

k0=01 , 0<z <1
0=ap+ Z kmby, cos(kmz)
k=1
Logo, 2bg, a1, as, . .. sao os coeficientes de Fourier da funcao f periddica de perido 2 tal
que f(z) =22 —1 <z <1 e 2ag, by, 2mho, ... sdo os coeficientes de Fourier da fungao

nula (necessariamente todos nulos).

Vamos entao calcular:

1
2 1
260:2/ ?dr== = by=-=.
0 3 3
L
ap — I COS T)axr = COS = (— .
k 0 ™ L33 0 Yy y)ay k272

Portanto, a solugao é:




