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Questao 1: (2.5 pontos)

a) [1.5 ponto| Considere a funcao f : R — R de periodo 2 definida por f(z) = 1 — 22, para
(a) [1.5 ponto] G p p , P

(b) [1 ponto] Usando o item (a), calcular a soma da série Z

€ [—1,1]. Determinar a série de Fourier da fungao f.

(_

Just1ﬁque sua resposta.
n=1

(a)

Solucao:

Como f é par, sabemos que a série de Fourier de f é dada por

0 4+ Z a, cos(nrx) onde a, = 2/ x) cos(nmx)dr ,¥n € N.

2 n=1
Primeiramente, calculamos ag:

L4

1 2
ag = 2/0 (1 —2%)dz = (22 — =a%)

3" o 3

Fixamos n € N, n > 1. Para calcular a,, integramos por parte duas vezes:

2 g, L4
a, = —sen(nmz)| — —ax"sen(nmzx)| + 7/ xsen(nmx)dr
nm 0 nm 0 nmw Jo
4 1 4 4(=1)n*1
= nQﬂ_Q(—l‘ cos(nmr)) . t s /0 cos(nmx)dr = — T
s . . , 2 4 +o0 (71)714—1
Portanto, a série de Fourier de f é dada por £ + 5 > *— 25— cos(n7x).

Observamos que a fungao f é continua sobre R e a sua derivada f’ é seccionalmente continua
sobre R. Portanto pelo teorema de convergéncia de Dirichlet sobre série de Fourier, vale

que
2 4 +o0 _1 n+1
f(z) = QZ cos(nrz), VzeR.
7r

Em particular, deduzimos fazendo = = 0 que

2 4 400 _1)n+1 +o00 (_1>n 71.2
1= f(0)= 7T2Z = 2;1 2 12

Questao 2: (2.5 pontos)

Determinar para quais valores de A € R o seguinte problema de valor de contorno admite solugoes
nao triviais (nao identicamente nulas):

y'(z) — 2y(x) = My(x), 0 <z <3,
y'(0) =y(3)=0.
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Solucao:

Consideramos a equacio caracteristica da EDO acima: 72 — (2 + \) = 0, cujo discriminante é

d =4(2+ A). Portanto, vamos analisar separadamente os 3 casos: A = =2, A < —2e A > —2.
1. Caso A = —2: Nesse caso, a equagao diferencial se torna y”(x) = 0. A solu¢ao geral dessa

equagado é y(x) = ax + b, onde a e b sdo constantes reais. Aplicando as condigdes de
contorno, temos que

Y (z) =a,y(0)=0=a=0,
y(3)=0-3+b=0=b=0.

Ou seja, as condi¢oes de contorno impoem a = b = 0, isto é, y tem que ser a solucao nula,
portanto A = —2 nao é um valor desejado.

2. Caso X > —2: Nesse caso, temos 2 + A > 0 e as raizes da equagao caracteristica sao
r = +v/2 + A. Portanto, a solugao geral dessa equagao diferencial é

y(xr) =crexp(V2+ Az) + coexp(—V2 + Az),
onde ¢; e ¢y sdo constantes reais. Aplicando as condi¢oes de contorno, temos que

y'(0)=0 o AV2H+A—cvV2+A=0 €1 = Co
y( ) = 0 0163V2+>‘ + 626_3\(24_/\ = O ZClsenh (3\/2‘|——)\) = 0 ’

o que implica ¢; = ¢; = 0. Em conclusao, valores de A estritamente maiores do que -2 nao
sao os valores procurados.

3. Caso A < —2: Nesse caso, temos 2 + A < 0 e as raizes da equacao caracteristica sao
r = +i\/—(2 + A). Portanto a solu¢ao geral dessa equagao diferencial é

y(x) = disen ({/—(2+ N) x) + dacos(y/—(2+ \) x),

onde d; e dy sdo constantes reais. Aplicando a primieira condi¢do de contorno, temos que

y/(o):dl\/W:O = d; =0.

Aplicando a segunda condicdo de contorno, temos que

y(3) =dycos(3y/—(2+ ) =0 = dy=0o0u cos(3y/—(2+ 1)) =0.

O caso dy = 0 é excluido ja que ele corresponde a solugao trivial y = 0. Por outro lado,
cos(31/—(2 + X)) = 0 implica que 3,/ —(2 + \) = %ﬂ' paran =1,2,3,---. Em conclusao,
caso A assuma qualquer um dos valores dados por

2n — 1\?
)\n:—2—<n6 )7‘(‘2 para n=1,2,3,---,

existird uma solucao y nao trivial.

Questao 3: (2.5 pontos)
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Considere o problema de valor inicial e de contorno, definido por

ur(z,t) — 2upe(z,t) =0, 0<z< %, t>0,

u(0,t) = 3, t>0,
u(s,t) =3, t>0,
u(a:,O):xQ—I—%, nggé,

que representa a distribuicao de temperatura numa barra de secao uniforme, de material homogéneo
e de comprimento %

(a) [1 ponto] Determinar a distribui¢ao de temperatura da barra, denotada por v(z) para todo
z € [0, %], ap6s alcangado o estado de equilibrio térmico (estado estacionario).

(b) [1.5 ponto] Definindo w(z,t) = u(x,t) — v(x), determinar o problema de valor inicial e de
fronteira que a funcao w(z,t) deverd satisfazer. Nao é necessario resolver o problema obtido,
porém deve se justificar todos os argumentos que conduzem a ele.

Solucgao:

(a) A solucao estacionéria nao depende do tempo e é modelada pelo problema de valores de
contorno:
V() =0, 0<z<1/2
v(0)=1/2 e wv(1/2) =3/4.

A solugao geral da equagdo v..(x) = 0 é dada pela expressdo v(x) = ax + b, onde
a,b € R. Usando as condigoes de contorno obtemos as seguintes relagoes v(0) = b= 1/2
e v(1/2) = a/2+1/2 = 3/4, logo a = 1/2. Assim, a solucdo estaciondria ¢ dada por
v(z)=x/2+1/2.

(b) Primeiramente observamos que w satisfaz condig¢oes de contorno homogéneas, isto é,

w(0,t) = u(0,t) —v(0) =1/2—-1/2=0, t>0, (1)
w(l/2,t) =u(1/2,t) —v(1/2) =3/4—-3/4=0, t>0. (2)
Além disso, w satisfaz a condigao inicial:
w(x,O)::U2+1/2—(x/2+1/2):x(2x2_1). (3)
Por outro lado, valem as seguintes relagoes para as derivadas parciais de w:
we(x,t) = u(x, t), (4)
War (T, 1) = Uae (T, 1) = Vza(T) = Uaw (2, 1). (5)
Portanto, segue de (4) e (5) que
wi(,t) — 2Wep (2, 1) = ug(x,t) — 2y (x,t) = 0. (6)

Finalmente, de (1), (2), (3) e (6) obtemos que w verifica o seguinte problema:

we(z,t) — 2wy, (x,t) =0, 0<x<1/2, t>0,
w(0,t) =0, t>0,

w(1/2,t) =0, t>0,

w(z,0) = x(2x — 1)/2, 0<z<1/2
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Questao 4: (2.5 pontos)
Considere a equacao de ondas em um meio dispersivo

8? 82
al — T o<z <1, VE>0.

(a) [1.5 ponto] Achar todas as solugdes ndo triviais que possam ser escritas na forma u(z,t) =
X(z)T'(t) e que satisfagam u(0,t) = u(1,t) = 0.

(b) [1 ponto| Adicionando as condigoes de contorno do item (a) as condigdes iniciais u(x,0) = f(x)

ou

ot

determinar a soluc¢ao u(x,t).

e —(z,0) =0, sendo f(x) uma fungao continua em 0 < z < 1 e satisfazendo f(0) = f(1) =0,

Solucgao:

(a) Consideramos que a solu¢ao u pode ser escrita na forma u(x,t) = X (z)7T(t) e fagamos a
substituicao em uy + 4u = uy,. Obtemos assim

X//(:L,) B T//(t)

X(z)  T(t)

X"(@)T(t) = X(2)T"(t) + 4X ()T(t) = +A=—),

em que A € R é a constante de separagao. Das condigoes de contorno, u(0,t) = u(1,t) = 0,
temos X (0) = X (1) = 0. Resta-nos achar as solugoes nao triviais do seguinte problema:

X"+ 22X =0,

X(0)=X(1)=0.
A solucdo deste problema ¢ dada pela familia de constantes A\, = n?7? e respectivas funcoes
Xn(z) = cpsen (nmx), sendo ¢, constantes e n = 1.2,..... Quanto a fungao T'(t), ela deve

satisfazer
T"+(4+X\)T =0,

isto é, T'(t) = d,, cos (\/4 + A\ t)—i—ensen (\/4 + A\, t), sendo d,, e e, constantesen = 1.2,---.

Portanto, obtemos uma familia enumeravel de solugoes da forma:

Up(z,t) = (an cos (\/4 + n?n2 t) + b,sen (\/4 + n2n2 t)) sen (nmx), an, by ER, n=1,2,--|.

(b) Em geral, nenhuma das u,, e nem suas conbinagoes lineares finitas satisfarao u(z,0) = f(x)

+00
e uy(z,0) = 0. A esperanga de solugdo estd em uma série do tipo u(x,t) = > u,(z,t), ou
n=1

seja
u(z,t) = Jio (an cos (\/4 + n?n? t) + b,sen (\/4 + n?n? t)) sen (nmx) .
n=1

Das condigbes de contorno, u(z,0) = f(z) e uy(x,0) = 0, obtemos
1

an = 2/ f(z)sen (nmx) dx e b, =0.
0

Assim sendo, a solugao formal é

+oo 1
u(z,t) = a,cos (\/4 + n?n? t) sen (mnz) onde a, = 2/ f(z)sen (nmx) dx .
n=1 0
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