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Questao 1: (2,5 pontos) Dada a funcao

a) Encontre a série de Fourier de f.
b) Esboce o grifico da série de Fourier de f obtida no item (a) no intervalo [—6, 6].
c¢) Calcule a soma da série:

> 1
Z (2k — 1)

k=1

Sugestao: integre a série de Fourier de f obtida no item (a) no intervalo (0, 2).

Solucao:
a) Calculamos os coeficiente usando as férmulas de Euler-Fourier,

1 /2 1 /° 1 [?
a0:§[2f(x)dx:§/_2ldx+§/o 2dx =3

1 2 0 1 /2
an 25/_2f(x)cos <?) dx = /_ 1 cos (?) dx+§/0 2 cos (?) dx
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1 nmx\ |0 2 nrr\ |2
=—-a:e€en (—) + —sen ( )
>

nm 2 -2 nrw
para n > 1. Calculamos b,, para n

1 [? nwx 1 nmx 1 [? nrx
b, = ; f(z)sen (T) dr = A 1sen (T) dr + 5/0 2sen (T) dz

2 ).

1 2
- | P
— [cos(nm) — 1] + e [1 — cos(nm)]
1 0
=—[1 — cos(nm)| = { ) " I?ar
nm ~= m fmpar.

Por tanto a série de Fourier F(f) de f é:

F(f)(x) = g +%; 2k;1— Jsen ((2]{;_21)7”;) : (1)
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b) Pelo teorema da convergéncia da série de Fourier temos que

xr=2n,n €7,
r € @n+24n+4),n e,

3

2
F(f)x) =41
2, z€ (dn,dn+2),n €.
(f

O gréfico da série de Fourier F(f)(x) no intervalo [—6, 6] estd desenhado na Figura
1, destacando o valor da série de Fourier nos pontos de descontinuidade de f.
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Figura 1: O grafico da série de Fourier de f(x).

c) 1° via de Solugdo: Observe que F(f)(z) = 2 se x € (0,2). Integrando (1) no
intervalo (0, 2), tem-se:

2 23 2= 1 2 (2k — V)
2r = | = _E( e T )7
/0 dx /0 2d1:+ - 2/€—1/O sen ( 5 )dx,
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2° wvia de Solugdo: Observe que F(f)(xz) = 2 se x € (0,2). Integrando (1) no
intervalo (0,z) com 0 < z < 2, tem-se:

/de::/ §d$+zz ! /sen (M)da@
0 0o 2 7Tk:12k‘—1 0 9

Copyright © 2019, Departamento de Matemdtica, IM-UFRJ. Reservados todos os direitos. E permitida a copia,

reproducdo e distribui¢do deste texto, no todo ou em parte, apenas para fins nao lucrativas.



por tanto

x 4 1 (2k — )7z
.= I \erv T R
2 w2;<2k—1>2 [ ( 2 )1
e considerando z = 1 obtemos

SREE.
(2k—1)2 8"

k=1

Questao 2: (2,5 pontos) Determine todos os valores de A € R (e todas as solugbes correspondentes),
para os quais existem solugoes nao-nulas do problema de valor de contorno:

y"(z) — Ny (z) + 2y(z) = 0,
y(0) = 0,y(2m) = 0.

Solucgao:
A equacao caracteristica correspondente a EDO é 2 — Ar +2 = 0. O discriminante
é A = \? — 8. Ha trés casos a serem estudados:

1) A > 0, entdo temos duas raizes reales distintas r; # 79. A solucao geral é
y(x) = 1" 4 ce™*. A condigao y(0) = 0 implica ¢; + co = 0, logo ¢; = —co. A
condigao y(27) = 0 implica 0 = c1€2™ — ¢1e?™2 como 1 # ro temos que ¢; = 0 e
portanto ¢ = 0. Logo no caso A > 0 nao temos solugoes nao nulas.

2) A = 0, neste caso temos duas raizes reales repetidas r; = ro # 0. A solucao geral
¢ y(z) = (c1 + cox) €. A condigao y(0) = 0 implica ¢; = 0. A condicao y(27) =0
implica 0 = 27c2e*™, de onde temos que ¢ = 0. Logo no caso A = 0 nao temos
solugoes nao nulas.

Noe=p

3) A < 0, as rafzes sdo r; = %—i— Y=, T2 =

é y(z) = e2® (clcos(—”v_gx) + @sen(ﬁm)). A condigao y(0) = 0 implica

i. A solugao geral

o[>

N
2

2
c1 = 0. A condigao y(27) = 0 implica 0 = y(27) = cee™sen(y/|\2 — 8|7). Segue
que sen(y/[A2 —8|m) =0 <= |\ =8| =n < 8-\ =n? & 8§—n? =\
onde n é um inteiro estritamente maior que zero. Mas como 8 — n? = A2 temos que

8 —n? > 0, de onde segue que n = 1 e n = 2 pelo fato que n € Z~y. Logo temos
somente quatro solugoes nao nulas:

y(x) = czegzsen (32) associada a A = V/7,

y(x) = coe—Z%sen (3z) associada a A = —V/7,
y(r) = cee**sen () associada a A = 2,
y(x) = cye ?®sen (x) associada a A = —2.

Questao 3: (2,5 pontos) Encontre a solugao u(z,t) do problema:
DUz = Uy 0 < <1, t>0,

uw(0,t) =0, u(l,t) =0, t>0,
u(z,0) = sen(2rz) —sen(7rz), 0<xz <I1.
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Solucgao:
Pelo método de separacdo de varidveis, da suposi¢ao u(z,t) = X (z)7T'(t) chegamos
no sistema de EDO
{ X"+ AX =0, (2)
T+ 5T = 0.

Utilizamos as condigoes de contorno para u(z,t) para deduzir condigdes de contorno
para X (),

0=u(0,t) = X(0)T'(t) = X(0) =

=u(l,t) = X(1)T'(¢) == X(1) =

Assim temos que solucionar o problema de contorno

0,
0.
{ X"+ X =0,
X(0)=0, X(1)=0.
A solugao é fornecida no verso da prova, neste caso os autovalores sao
A =n’n? n=12...
e as autofuncoes associadas com eles sao proporcionais com
X, =sen(nnx), n=12... (3)
Retornando ao sistema (2) temos o problema de valor inicial
T' + 5n*n*T =0,

que tem solucao geral

T (t) = et (4)
As solugoes fundamentais sao u,(x,t) = 6_5"2”2tsen(mrx). Pelo principio de superposicao
a solucao geral de este problema é
o0
2.2
u(z,t) = Z ane " " 'sen(nmz).
n=1

Como u(z,t) tem que satisfazer a condigao inicial sin(2rz) — sin(77z) = u(x, 0),isto
€ oo
sen(2mz) — sen(7mx) Z apsen(nmz)

n=1

Segue das relagoes de ortogonalidade das fungoes seno que isto so é possivel se

1 n=2,
anp =49 -1 n=71,

0 outro caso.
Logo a solucao de este problema é:

u(z,t) = e 2 tsen(2mx) — e 297 sen (7).
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Questao 4: (2.5 pontos) Encontre todas as solugoes u da forma u(z,y) = X (z)Y (y) do problema:

Y Uy, = U, + yPu,, >0, y > 0. (5)

Solucgao:
1° wia de Solugdo: Substituindo na equacao (5) temos

$2y2lel — ZE2X/Y + y2XYI
222 XY — 2?2 X'Y Y2 XY'
$2X/(y2yl _ Y) — y2XY’
5(12X/ y2yl
X Ry -Y

Como o lado esquerdo é constante em y e o lado direito é constante em x, os dois
sao iguais a uma constante . Assim

ZE2X/ y2yl
X yY' —Y (6)
/
De (6), segue que z2—— = )\, entao
X _ 2
X le
X(z) = eCea?
X(x) = Ae =?,
onde A e C sao constantes.
De (6), também temos y?Y’ = A\y*Y’ — \Y, entao
vY'(1-X) = =)\Y
yr_ 21
Y A . 12
In (Y = ———+ K
2 () =~ K

A
portanto, Y (y) = Be 51 onde B e K sab constantes.

Y

A
Logo u(z,y) = Ce™ = e v* 1 onde C' é uma constante.

2° via de Solugdo: Substituindo na equagao (5) temos
2?22 XY = 22 X'Y + * XY’
como x,y > 0, dividimos por 2%y? a ambos lados da igualdade acima, obtendo

1 1
XY = XY + XY
Yy Zz
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Vamos supor que X'Y’ #£ 0, entao

1Y 1 X
L=yt ey
ot 1Yy 1X
gy e ™)
X 2
De (7), como % =7 A, obtemos
X1
X ﬁ
1
In(X(z)) = ——=+C
T,
X(x) = Ae =x
onde A e C' sad constantes.
1Y
De (7) temos também, Y 1 — A, segue que
Y
v o= (1= N)y?
Yo
In(Y(y) = ————
YO = iy
Yy = ——=+K
) y(1 —A)
Y(y) = Be wm.

onde B e K sao constantes.
1
Assim temos que quando X'Y”’ # 0 as solugoes sao u(x,t) = Ce vxe w0,

Por outro lado, se X'Y" =0 entdo X’ =0 ou Y’ =0. Se X’ =0, entdo X(x) é uma
constante, e segue da equagao (5) que Y (y) é constante também. Analogamente se
Y’ = 0 segue da equagao (5) que X’ = 0, logo X (x) e Y (y) sdo constantes. Temos
entdao que se X'Y" =0, u(x,t) é a solugao constante.

Justifique todas as suas respostas! Apresente seus calculos.

FORMULAS UTEIS NO VERSO!
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A. Tabela resumo para EDO ay”(z) + by/'(z) + cy(z) = 0 de segunda ordem com
coeficientes constantes:

c1€™”® + c9e™”.
(c1 4 cox) ™.
e

W (cqcos(fx) + cosen(fz))

r,m2 €ER e 1 #ry = y(v)
r,re €ER e 1 =19 = y(2)
rm=a+pi e rn=a-pF = y(x)

onde 71 e 7y sdo as raizes da equacao caracteristica ar? + br 4+ ¢ = 0.

B. O problema
y'+ Ay =0,
y(0) = 0,y(L) = 0,

tem autovalores A = n?7?/L? n € {1,2,3,...}, e as autofungdes correspondentes sao

nmwx

Yn(z) = sen (T> :
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