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Questao 1: (2,5 pontos) Considere a funcao f(z) definida pela série de poténcias

()
UORDY 47(1(221)!:” '

n=1

(a) Calcule o raio de convergéncia da série que define f(x).

(b) Calcule f®(0) e f©(0).

Solugao:
a) Seja a, = -2 g2+l U Teste da Raza
ja an = e - Usamos o Teste da Razao
lim |2 <
n—00 | Ay
Apy1 = Mx2(n+l)+l — <<n + 1)')2 :L,2n+3.
" 4741 (2n + 2)! 47+1(2n 4 2)!
Logo

((n+1)H? 2043
Apt1  4An+i(2n42)!

a o (n!)2 2n+1
n Tt

Simplificando os coeficientes:

(n+ DY 4@n)l _ ((n+1))° (2n)
20+ 2) )2 4@2n+2) (n)?

(n+ 1)*(n!)? (2n)! _ (n+1)?

42n+2)2n+1)(2n)! (n!)2  4(2n+2)(2n+1)

(n+1)2 on+1

T8+ 1)(2n+1) 8(2n+1)

Simplificando as poténcias de x:

x2n+3 )

p2n+1 -
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Logo

Anpt1 n+1 2
ay, 82n+1)
Tomando valor absoluto:
Ap+1 _ n+1 |$|2
an, 8(2n+1)
Computando o limite:
. |Gpt n+1 9 9 1. n+1 1 5
lim = lim ——— |z = |z|” lm ——— = —|z|".
n1—>oo an, n1—>oo 8(2n + 1) =1 =1 n1—>oo 8(2n + 1) 16‘ |
Logo
. An41 1 2
1 = —|z|°.
bt an 16|$|
Usanso o Teste da Razao:
Lo
— <1.
T
segue que:
lz]* <16 = |z| <4
Portanto, o raio de convergencia é R = 4.
b) Se f(z) é expressa em série de poténcias como f(z) = Z cmx™, entao ¢, =
m=0

fm(0)
m!
quando n = 2. Logo,

£%(0) = 5!

,ou seja, f™(0) = mle,,. Assim, f®)(0) = 5les. Note que 2n+1 = 5 ocorre

2% 514 5
42(2.2)! 424! 4

Note, por outro lado, que 2n+1 é sempre impar, donde nao existem poténcias pares
na série dada. Segue que £ (0) = 0.

Questao 2: (2,5 pontos) Dada a funcao

()

0<z <1,

z,
L,

1<z <2,

(a) Encontre a série de Fourier em senos de periodo 4 de f.
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(b) Esboce o gréfico da fungao para a qual a série converge no intervalo [—6, 6].

Solugao:
a) Série de Fourier em senos de periodo 4

Como se trata de uma série de senos, temos

oS (12).
n=1
onde .
bn:%/o f(z) sen <@> dzx, L=2
Assim,

b, = i (x) sen (?) dzx.

Dividindo a integral nos dois trechos da definicao de f:
! nmx 2 nmwx
by, :/ T sen <—) dx +/ sen (—) dzx.
0 2 1 2
Célculo da primeira integral por partes:
/ ! nmx 2z nmx\ |1 4 nmw
x sen (—) dr = —— cos (—) ‘ + sen < )
0 2 nm 2 Jlo (nm)? 2
A segunda integral é direta:
/ 2 nmwT 2 nmT
sen <—> dxr = —— cos (—)
1 2 nw 2

Reunindo os termos, obtém-se:

b, = _2 cos (n_w) + (71;;)2 sen (n_w) + 2 cos <n_7r> _Z cos(n).

nmw 2

Cancelando os termos:

Portanto, a série de Fourier em senos da fungao f é:

fx) ~ i [(niy sen (%T) B 2(;71)71] st (?)

n=1

b) A série de Fourier S(z) converge:
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— os valores originais da funcao f nos pontos de continuidade;

— a média dos limites laterais nos pontos de descontinuidade;

Questao 3: (2,5 pontos) Considere um sistema massa-mola com amortecimento, inicialmente em
repouso, modelado pela equacao diferencial abaixo. No instante ¢ = m, o sistema
recebe uma forga impulsiva unitaria, representada pela funcao delta de Dirac 0(t—).
Resolva o seguinte problema de valor inicial usando a transformada de Laplace:

v+ 2y + 2y =7t —7),
y(0) =0,
y'(0) = 0.

Solugao:
a) Lembrando que

L{y (1)} = sY (s) —y(0), L{y"(1)} = $*Y (s) — sy(0) — 4/ (0),
onde Y(s) = L{y(t)}.

Aplicamos a transformada de Laplace na equacao diferencial:

L{y"} +2L{y'} + 2L{y} = wL{5(t — 7)}.

Substituindo nas condigoes iniciais y(0) = 0 e y'(0) = 0:

(s*Y(s) =0 —0) +2(sY(s) — 0) + 2Y(s) = me ™.
Portanto:

,n.e—ﬂ'S

2 _ —TSs —
(S + 28 + 2)Y(S) = Tre = Y(S) = m

Completamos o quadrado no denominador s* + 2s + 2 = (s + 1)? + 1, entao:

s

Te
V) =Gt
Sabemos que:
-1 b at
E {m} =€ sen(bt).
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No nosso caso, a = —1 e b =1, logo:

_ 1 _
E ! {m} =€ tsent.

Por outro lado sabemos que:

L7He ™™ F(s)} = ua(t) f(t — a),

onde u,(t) é a funcao degrau de Heaviside. No nosso caso a = 7. Portanto:

y(t) =mug(t) e” " sen(t — 7).

Questao 4: (2.5 pontos) Usando o método de separagao de varidveis e justificando todas as
etapas, determine a solu¢ao do problema:

Ugy = Utt, O<x<?2, t>0,
uw(0,t) =0, wu(2,t) =0, t>0,
u(z,0) =0, w(z,0)=sen(rz)+sen(3rz), 0<zx <2,

Solucao
Procuramos solugoes da forma

u(z,t) = X(x)T(t).

Substituindo na equacao t,, = uy:

T// X//
X'T=XT" = —==—"—=-)\.
T X
Assim obtemos dois EDO’s.
X"+ XX =0,
T" + \T = 0.

Note que u(0,t) =0 = X(0) =0, u(2,t)=0 = X(2)=0.
A primeira EDO:
X"4+AX =0,  X(0)=0, X(2)=0.

tem solugoes nao triviais somente quando

nm

2
Ay = <7> C n=1,2,3,...
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com autofuncgoes
nmwx

Xn(z) = sen<7> :
A segunda EDO:
"+ N\, T =0,

t
T.(t) = Acos<n;T ) —l—Bsen(n;r > .

Note que u(z,0) =0 = T(0) =0. Eque T(0) =0 = A=0.
Logo

tem solucao geral:

A solucao geral é

nmx
o X o ko (%57).
-3 =3 hsen( %51 sen (5
Vamos usar agora a condigao w;(x,0) = sen(wz) + sen(37x).

Derivando u(z,t) em relagao a t e avaliando em ¢ = 0:

Zk —sen(mrx> :

Logo
= nr nwT
3m) = 3 ug-sen(“20 )
sen(mx) + sen(3mx) ; 5 sen( =
Note que:
2mw 6w
sen(mx) = sen - ) sen(3mz) = sen - )
logo apenas os coeficientes n = 2 e n = 6 aparecem.
Para n = 2: .
kQ_:kQ']T:l == k’QZ —.
2 m
Para n = 6: 6
s
ke— =ked3mr =1 = kg=—.
D) 697 = 07 3

Os demais coeficientes sao nulos.
Solucao final:

1 1
u(z,t) = —sen(nt) sen(mwz) + o sen(3nt) sen(3mx).
7r 7T

FORMULAS UTEIS NO VERSO!
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Transformadas de Laplace elementares.

f L[f]
1 , §>0
t™ (m e N) mi1,3>0
et L , S>a

s—a
et (meN) | ”:)mﬂ, s>a
sen(at) = j 3 5> 0
cos(at) 2 j_ 5 5> 0
e“sen(bt) = ;;2 el >a
e“cos(bt) r Esa_);:)_ > a
senh(at) T 5> |al
cosh(at) 5 T
d(t—a) e
ua(t)f(t —a) | e L[f](s)
e f L[f)(s —a)
Fim() S"LLf](s) = s™Hf(0) — .. = f(0)

A. O problema

y'+ Ay =0,
y(0) =0,y(L) =0,

tem autovalores A = n?7?/L? n € {1,2,3,...}, e as autofungoes correspondentes sao

nmwx

Yn(x) = sen <T> :
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