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Gabarito da Segunda Prova Unificada de Calculo IV - 2025/2, 13/11/2025

Questao 1: (2,5 pontos) Determine todos os valores de A € R (e todas as solugbes correspondentes),
para os quais existem solucoes nao-nulas do problema de valor de contorno:

y'+xy=0, y(0)=0, y'(r)=0.

Solugao:
Procuramos por solugoes da forma y(x) = ¢™. Logo 3/ (z) = re™ e y"(x) = r?e™
Sustituindo na equacao

y'+Ay=0 (1)

obtemos ¢"*(z% + \) = 0.
O polindmio caracteristico é r2 + X = 0.

Se A > 0 temos que r = +=v/Mi. A solucio geral serd
y(x) = ¢1 cos(VAx) + ¢y sin(vV Ax).

Entdo /(z) = —cVAsin(v/Az) + c2v/Acos(v/Az). Substituindo nas condigoes de
contorno concluimos que ¢, = 0e XA = k?, kK = 1,2, ... caso contrario a solucao seria
nula. Logo

y(x) = cycos(kz), k=1,2,3,..

Se A < 0 entdo 7 = £/ e a solucdo geral serd

vz vz

y(x) = cre” VN 4+ e

Entdo y'(z) = —c1vVAe V2 4 39/ Ae¥**. Substituindo nas condigdes de contorno
concluimos que ¢; = ¢; = 0 e portanto neste caso, a solugao serd nula.

Se A = 0 segue que y(x) = c1x + ¢, y'(x) = ¢;. Substituindo nas condigoes de
contorno segue que ¢; = 0. Logo y(z) = ¢q, co # 0.

Portanto A = k? e y(x) = ccos(kz), com k = 0,1,2,3,... e c # 0.

Questao 2: (2,5 pontos) Seja f(x) uma fungao periddica de periodo 2M definida por

M4z, se —M <z<0,
flz) =
M-z, se 0<zx< M.

(a) Determine a expansao em série de Fourier de f(z).
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(b) Usando o Teorema de Fourier e calculando a série obtida no item anterior em

x = 0, mostre que
2

= 1 s
2 2k—12 8

k=1

Solucgao:
a) Uma vez que f(x) é periddica de periodo 2M, sua série de Fourier é dada por

SF(f(x)) = % + iancos <n—]\7> + b,sen (n—]\7> ,
n=1

onde os coeficientes da série sao dados por

ap = % /_A; flz)dz, a, = % /_A; f(x)cos (%) dx, b, = % /_Z f(z)cos (n—]\7> dz.

Observamos que f(x) é uma fungao par. De fato, se x > 0, entdo f(—x) =M —x =
f(z). Assim, podemos concluir sem célculos que b, = 0, para todo n > 1.

Uma vez que f(x) é par, o coeficiente ag é dado por

a = % /Z f(x)dz = % /OM f(x)dz = % /OM(M — 2)dz.

Efetuando a integracao:

21 M 2 2
GOZ%{Mx—x—} :3<M2—%): 2 My

Para o cdlculo de a,, n > 1, sendo f(z) par, escrevemos

1M nmwT 2 (M nwx
M M) T M Sa > 1,
Un = 77 /_M f(z)cos ( i ) dx 7 /0 f(z)cos < 7 > dx para todo n >

Assim, obtemos

2 M 2 M 2 (M
a, = M/o (M —z)cos <%> dr = M/o Mcos <%> dx—M/O TCOoS (n_}\w;) dx

e~ nmx . . .
Note que, usando a substituicao u = ——, as duas integrais que aparecem acima
Y M Y

podem ser escritas como:

M M nmw
/0 cos (%) de = — cos(u)du.

nt Jo
M 2 nmw
M
/0 xcos <n_]\7r4x> dr = 3 /0 ucos(u)du.

Copyright © 2025, Departamento de Matemdtica, IM-UFRJ. Reservados todos os direitos. E permitida a copia,

reproducdo e distribui¢do deste texto, no todo ou em parte, apenas para fins nao lucrativos.



Note agora que

/Omr cos(u) du = [sin(u)]y"
= sin(nm) — sin(0)

=0.

Usando integracao por partes, também temos que

/0 " wcos(u) du = [usin(u)]"™ — /0 " sin(u) du

nm

= [usin(u) + cos(u)],

= cos(nm) — 1

=(-1)"—-1.
Voltando para a,, usando os resultados das duas integrais acima, obtemos que

(- = 2

Portanto, a série de Fourier de f(x) é dada por
nTx

SE(f(z)) = % i:: (—=1)™*1) cos (W) :

b) Observe inicialmente que f(z) é uma funcao continua. Portanto, o Teorema de
Fourier nos permite escrever

Flar) = SF(f() = 3 + Z

(1+ (=)™,

Ay =

n2m? n2m?

(=1)"*) cos (%)

Calculando a expressao acima para x = 0, obtemos

onde

Para deixar a série como no enunciado do problema, observamos que se n = 2k,
k=1,2,..., épar, entdo (—=1)""1 +1= (=121 + 1= —-1+1=0. Logo, a série
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nao possui termos pares. Por outro lado, se n =2k —1, k= 1,2,..., é impar, entao
(D) 4 l=(—1)*+1=1+1=2.

Concluimos entao que a série s6 possui termos impares. Fazendo n = 2k—1, obtemos

2
2k — 1)’

N
I
WE

=
Il

1

7'(‘ oo
?ZZ 2k:—1
k=1

e portanto,

como queriamos.

Questao 3: (2,5 pontos) Considere o seguinte problema de valor inicial e de contorno para a
equacao do calor:

Up = 2Ugps, O<x<4, t>0,
u(0,t) = 20, t >0,
u(4,t) = 10, t >0,

u(z,0) =20 — 2z +sin(2rz), 0<z <4

(a) Determine a distribuicao de temperatura estado estacionario v(z).

(b) Defina w(z,t) = u(x,t) — v(x). Mostre que w(x,t) satisfaz um problema de
valor inicial e de contorno com condigoes de contorno homogéneas e determine
este novo problema.

(¢) Usando o método de separagao de varidveis, determine a solucao w(z,t) do
problema formulado no item (b) e, consequentemente, a solugao u(x,t) do
problema original.

Solucgao:

— (a) A distribuigao de temperatura estado estacionario v(z) nao depende do
tempo (v; = 0). A EDP u; = 2u,, torna-se 0 = 2v,,, ou seja:

v"(x) = 0.
As condigoes de contorno sao as do problema original:
v(0) = 20, v(4) = 10.

Integrando v”(z) = 0 duas vezes, obtemos a forma geral v(z) = Ciz + Cs.
Aplicamos as condigoes de contorno para achar C; e Cs:

x 4Ch = —-10 = Cl 140 = —g.
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Portanto, a distribuicao de temperatura estado estacionario é:

5
v(x) =20 — 5%

— (b) Definimos a distribuigao transiente como w(x,t) = u(x,t)—v(x). Calculamos
as derivadas de w:
 wp = up — (v(x))y = wy
* Wey = Ugy — UN(-%.) = Ugy — 0= Uzy

Substituindo na EDP original (u; = 2u,,), obtemos a EDP para w:
Wy = 2Wqy.

As novas condicoes de contorno sao homogéneas:
x w(0,t) =u(0,t) —v(0) =20—20=0
 w(4,t) =u(4,t) —v(4) =10—-10=0

E a nova condicao inicial é:

5 : 5
w(z,0) =u(z,0) —v(x) =20 — 2% + sin(27x) — (20 - éx)

w(x,0) = sin(27rz).

O problema para w é:

Wy = 2Wgy, O<z<4, t>0,
w(0,t) =0, w(4,t) =0, t>0,
w(z,0) = sin(27rz), 0<zxz<4

— (c¢) Procuramos w(zx,t) = X (z)T'(t). Substituindo na equagao:
X(2)T'(t) = 2X"(x)T(¢).
Separando variaveis obtemos:

() X"(x)

= -\
27 (t) X(z)
Logo:
X"+ AX =0,
T +2)\T = 0.
O problema
X"+ AX =0,
X(0)=X(4)=0.

tem autofungoes X, (z) = sin(

L) e autovalores \, = (%F)% = (%F)% = 2.
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~ n27r2 o ~
A equacao T" + 2%z=T = 0 tem por solugao

Tp(t) = Cre 216 ' = Cpe™ "3

A solucao geral para o problema é:

% 22
w(x,t) = an exp (—n; t) sin (n4ix> :
n=1

Aplicamos a condi¢ao inicial w(z,0) = sin(27z):

w(x,0) = g by, sin <$) = sin(27x).

Para que a igualdade seja verdadeira, por ortogonalidade (ou simples inspecao),
devemos encontrar o n que torna os argumentos dos senos iguais:

%:%x — %:2 — n=38

A condigao inicial é exatamente a 8 autofungao. Portanto, o inico coeficiente
nao nulo da série de Fourier é by = 1, e b, = 0 para todo n # 8.

A solugao para w é apenas o termo n = 8 da série:

8r? \ . [8mx
w(z,t) =1-exp | — 2 t ) sin v

w(z,t) = e ¥ sin(2nx).

Finalmente, somamos a distribuicao de temperatura estado estacionario e a
distribuicao transiente:

u(z,t) = v(x) + w(x,t)
5 —8m2t .
u(z,t) =20 — 2% +e sin(27z)

Questao 4: (2.5 pontos) Encontre todas as solu¢oes nao nulas u da forma u(z,y) = X(z)Y (y)

da equacao:
u, +uy = (2% — y*)u.
Solucao
Queremos encontrar todas as solugoes u da forma u(x, y) = X (2)Y (y) da equagao diferencial
parcial:
u, +uy, = (2% — y?)u.
Como

up = X'(@)Y(y),  uy=X(@)Y'(y),
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temos:

X'(2)Y (y) + X(2)Y'(y) = (2° — y*) X (@)Y ().

Dividindo ambos os lados por X (x)Y (y) (supondo X,Y # 0):
X'(z)  Y'(y) 2 2
+ =a" -y
X(@) " Y() !
Separando variavéis:
X'(z) 2 (Y’(y) 2)
- = + .
X() v(y) '

O lado esquerdo depende apenas de z, e o lado direito apenas de y. Portanto, ambos
devem ser iguais a uma constante real )\, a constante de separacao:

X/(J/')_xz: _ Y'(y) 2) _
X(2) A (Y(y)”) A

Resolvendo as equacgoes diferenciais ordinarias

X'(x)

_ 2
X)) LT

Integrando:
3

In (X(z)) = /(3:2+)\)dx = %4—)\334—01.
Logo,
xB
X(z) = Aes ™,
onde A = €.
Da segunda equagao:

Y'(y) 2
Y(y)
Integrando:
3
)
I (V(5) = [0 = Ny =%~y + G
Portanto,

onde B = e“2.
Multiplicando X (x) e Y (y):

23 y3
u(z,y) = X(2)Y(y) = ABes T 572,
Colocando K = AB, obtemos:

28—y Az—
u(a:,y):Ke( s A y)), KXeR K #0.

FORMULAS UTEIS NO VERSO!
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A. Tabela resumo para EDO ay”(z) + by/'(z) + cy(z) = 0 de segunda ordem com
coeficientes constantes:

1 + coe™,
(c1 4 cox) ™.
e

W (cqcos(fx) + cosen(fz))

r,m2 €ER e 1 #ry = y(v)
r,re €ER e 1 =19 = y(2)
rm=a+pi e rn=a-pF = y(x)

onde 71 e 7y sdo as raizes da equacao caracteristica ar? + br 4+ ¢ = 0.

B. O problema
y'+ Ay =0,
y(0) = 0,y(L) = 0,

tem autovalores A = n?7?/L? n € {1,2,3,...}, e as autofungdes correspondentes sao

nmwx

Yn(z) = sen (T> :
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