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Questao 1: (2,5 pontos)

N N . N 3n 4
(a) Estude a convergéncia, convergéncia absoluta ou divergéncia de ) | w

(2k+1)! gk
@Rt

(b) Determine o raio de convergéncia da série de poténcias -,

(c) A série Y -, % é convergente ou divergente? Justifique.

Solucgao:

a) Como |sen(4n)| <1 temos que

3" sen(4n)
4n

(]

Como a série Y ", (3)" é convergente, pois ¢ série geométrica com razao

segue pelo teste da comparacao que a série dada é absolutamente convergente

b) Considere a; = (2(2:)1,) 2?*. Vamos aplicar o Teste da Razao. Observe que

<1,

‘-‘".Mw

AR+1
Qg

|2k +3)t a2 2k _ (2k+3) 2f?
S (k2 2*2k+ 1) (2k+1)

Aplicando a regra de L’Hopital obtemos

Qp+1
Qg

lim

k—00

= |*.

Como |z]*> < 1 sempre que |z| < 1, segue do Teste da Razao que o raio de
convergéncia desta série serd 1.

c) Sejaay = % eb, = m Aplicando duas vezes a Regra de L’Hopital
temos que:
k? 2k 2
1 = i = lim lim - =1/2
N AP T L e

Segue que limy_,o, a # 0 (de fato, ndo existe). Portanto pelo teste da divergéncia,

kg2
podemos concluir que a série -, (2( .

k+1)(k13) é divergente.

Questao 2: (2,5 pontos) Considere a funcao
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a) Expresse f(x) como uma série de Taylor centrada em z = 0.

b) Calcule f®)(0), isto ¢, a derivada de oitava ordem de f(z) calculada em 0.

Questao 3:

Solugao:
a) Lemb t f: (=1 L bt (2t) f: n4nt2n
embramos que cost = —————. Logo, obtemos cos( :
b — (2n)! &0, g
Segue que
& n4nt2n
cos(2t) Z .
n=1 (
cos(2t) — 1 i 1)”4”752” !

(2n

Para achar f(x) podemos integrar a série anterior termo a termo. Segue entao que

2t n4nt2n 1
flz) = / cos@) =1 _ / g
0

n4n ¢ 2n—1 _ ( 1)"4” n
Z /t dt—; @l (@2n)

n=1

n=1

Assim, a expressao de f(x) como série de Taylor centrada em 0 é dada por:

io: n4n Zn‘

n=1

b) Lembramos que expansao em série de Taylor de uma fungao f(z) centrada na

ok 1*(0) £5(0)
origem é dada por f(z) = chx , onde ¢, = o . Segue que cg = T No
— ! !

Nnosso caso, temos
e n n
§ : 4 2n
n=1

Se 2n = 8, temos n = 4. Logo,

£A0) (1)
s& T 2424

Segue que
f3(0) = 32.

(2,5 pontos) Considere a equagao diferencial ordindria:
22y — a2y +ay = 0.

a) Demonstre que z = 0 é um ponto singular regular dessa equagao.
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b) Determine a relagdo de recorréncia entre os coeficientes ¢,, da solu¢ao em série
poténcias em torno de x = 0 associada a maior das duas raizes da equacao
indicial.

c¢) Calcule os quatro primeiros coeficientes desta série quando ¢q = 1.

Solucgao:
a) A equagao é
P(z)y” + Qx)y + R(z)y = 0,
onde P(z) = 2?, Q(z) = —x e R(z) = z. Como P(0) = 0, segue que z = 0 é ponto
singular da equacao.
Verificamos se ¢ um ponto singular regular:

L Q) N
o =i = Oy =l (= ) = lim(-1) =
, R(z) , 1 .
=iy~ 0 5 = i (1) = fyo) =0

Como os limites pg e qp existem e sao finitos, segue que x = 0 é ponto singular
regular da equagao.
b) Aplicamos o Método de Frobenius, assumindo uma solu¢ao da forma:

y(z) = i et
n=0

Calculamos as derivadas de y(x):

o0

y(2) =3 (n+r)e,am !

n=0
oo

Y'() =) (n+r)(n+r—1)ca"

n=0
Substituindo na EDO original z%y” — xy’ + zy = 0:
7z Z(n +r)y(n+r—1)e, 2™ — Z(n + 7)™ 4 Z ™ =0
n=0 n=0 n=0

Simplificando os termos:

Z(n +7r)(n+r—1)c, ™" — Z(n + 7)™t + Z e
n=0 n=0 n=0

Agrupando os dois primeiros somatérios e fatorando (n + r):

Z(n +7r)(n+r—2)c, " + Z cpx" T =0
n=0 n=0
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Questao 4:

Para combinar os somatérios, reindexamos o segundo. Sejak =n+1 = n = k—1.

Z(n +7r)(n+r—2)c,a"" + Z o1 =0
n=0 k=1

Separando o termo n = 0 do primeiro somatério para unificar os indices:

(0+7)(0+7 = 2)coa” + Y (n+7)(n+7 = 2)cua™ + Y epgz™ =0

n=1 n=1

r(r—2)coz” + Z [(n+7m)(n+7r—2)c, +cpy] 2™ =0

n=1

Daqui, obtemos a equagao indicial (igualando o coeficiente do termo de menor
poténcia a zero, com ¢y # 0):

r(r—2)=0 = rn =2, rn=20
E a relagao de recorréncia (igualando o termo geral do somatério a zero):

Cn—1

-2 n n—1 — n — T
(n+r)n+r—2)c,+co1 =0 = ¢ s =2)

Utilizamos a maior raiz, r = 2, na relacao de recorréncia:

Cp—1 Cn—1
Cn - - —

(n+2)(n+2-2)  nn+2)

paran > 1

c) Calculamos os primeiros quatro coeficientes em termos de ¢y = 1:

—n=1: Cl:_l(lc—o&—Q):_%)__%‘
—n:2: 622_2(20—1&—2):_%25_2:%-
—n=3: 632_%:_%:_%:—$-
—n=4: C4:_m:_;i4:8(6:%:m

(2.5 pontos) Utilize a transformada de Laplace para determinar a soluc¢ao do seguinte
problema de valor inicial

y'+y=9()
y(0) =0, y'(0) =1,

se 0<t<1

0
onde ¢ é a funcao ¢(t) =
g Gao g(1) {etl se 1<t

Solucao
Observe que a fungao g(t) pode ser escrita usando a fungao degrau unitdrio uy(t), isto é,
g(t) = uy(t)e! 1. Logo a equagao fica:

y'y=w(t)e
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Aplicando a Transformada de Laplace em ambos lados da equacao,

Ly +y}(s) = L{ua(t)e' ' Hs),

Ly Hs) = sy(0) =y (0) + L{yHs) = T

17
(s + DL{Hs) =1+
L)) =gy e
s) = e
v (52 +1) (s— D)(2+1)
Usando o método de fragoes simples obtemos:
1 _ : B (s +1)
(s—1)(s2+1) s—1 $2+1°
Logo temos que:
1 .1 1 _ (s+1)
£ — - S = s
W) =t 50173 @
1 1 1 1 S 1 1
E - _ —S _ —S— _ —S
W)=y 2 50173 ) 2° e

Aplicando a Transformada Inversa de Laplace obtemos que:

y(t) = £ { 7 ir 5 } + %ﬁ‘l {e—ss i 1} _ %ﬁ‘l {@—Sﬁ} _ %ﬁ‘l {6_8(52 =

Usando a tabela de transformadas, obtemos finalmente que:

y(t) = sen(t) + %ul(t)etl - %ul(t) cos(t — 1) — %ul(t) sen(t — 1).

FORMULAS UTEIS NO VERSO!
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Transformadas de Laplace elementares.

f L[f]
1 , >0
m m!
t (m € N) W’ s>0
at 1
e , 8s>a
s—a
m!
m at
t"e (m S N) m, S>a
a
sen(at) Eai >0
S
COS(CLt) m, s>0
b
e“sen(bt) >a

eatcos(bt) m, S>a
senh(at) it |a|

s
cosh(at) 2 57 |a|
d(t—a) e

ua(t)f(t —a) | e L[f](s)

Fem(e) S"LIf](s) = s THF(0) = = fD(0)
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