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Questao 1: (2.5 pontos)

(a) Estude a convergéncia, convergéncia absoluta ou divergéncia da série abaixo
o0

Z 2" cos (3n)
n=1 3"

Solucgao:

A 3 2" 2
Como |cos(3n)| < 1, entdo ’%(n)’ < T (

n
§) , assim o critério de
oo n 2
comparacao, como a série E <§> ¢ geométrica com |§| < 1, por tanto

n=1
convergente, temos que a série em questao ¢ absolutamente convergente.

(e 9]
(b) Determine o raio de convergéncia da série de poténcias E (

n=1

2n)!x"
(n!)?
Solucao:

Pelo critério do quociente com a,, = COEEAE

|an+1| C2n+ DU (n+ Dz (2n+1)(2n + 2)|2]

an (2n)!(nt)?[z]" (n+1)2 7
. Ap+1 . N 1
logo lim | | = 4]z|, por tanto o raio de convergéncia é 1
n—oo n
(c) A série ;o _ ¢ convergente ou divergente? Justifique.
— m(logm)?
Solugao

Vamos usar o critério da integral, para isso calculemos
u=log x
to dx XS [T du L o 1
5 z(log ) log2 U u log 2
Assim o critério da integral mostra que a série em questao é convergente.

Questao 2: (2,5 pontos)

Considere a funcao

f(z) = /Ox iarctan(y)dy.

(a) Encontre a série de MacLaurin de essa fungao.
Dica: Determine primeiro a série de MacLaurin de arctan(y).



Solucao
Derivando a funcao g(y) := arctan(y), temos

J) = = S ()

1+y?

Integrando essa série, temos

para um constante C', e como g(0) = arctan(0) = 0, temos C' = 0. Substituindo
essa série na formula para f, temos entao

"I (D™ o /x — (=)™ , — (=™
— [ 2N ey, o D™ oy, N~ _ED" o
/() /0 yn;)%n—kly Y=, mZ::OZm—l—ly Y Z(Zm—l—l)?x T

m=0

para um constante C'. De novo, como f(0) = 0, temos C' = 0, e a série de
MacLaurin de f é entao

— D" o
f(x):z::(Qm—l—l)?x .

m=0

(b) Encontre f19(0) (a derivada de ordem 10 da fun¢do f em z = 0).
Solugao
Como a série de MacLaurin de f s6 tem poténcias impares de x, o coeficiente
de 210 nessa série é c¢;p = 0. Segue entao pelo teorema de Taylor que

39 =10l¢;0 = 0.
Questao 3: (2,5 pontos) Considere a seguinte equacao de Chebyshev.
(1—2?)y —ay +y=0.

(a) Mostre que 1 é ponto singular regular de essa equagao.
Solucao
Temos uma equacao da forma

P(z)y" + Q(z)y + R(z)y =0,

sendo P(z) = 1 — 2% Q(z) = —z e R(z) = 1, todos polinomios. Como
P(1) = 0, o ponto ¢ singular. Para mostrar que o ponto é também regular,
calculamos os limites como abaixo:

. Qz) _ T R e ) S
(oD pey = mbe-Ui—5 =mb-Da—Fary M1, =2




1 1 —(r—1
lim(x—l)QR(x) = lim(z—1)? = lim(z—1)? = lim —e=1) _
z—1 P(x) a—1 1—22 a-1 (1—2)(1+2z) 2-1 14z

Como cada limite ¢ finito, o ponto ¢é singular regular.

Determine as raizes da equacao indicial de essa equacao.

Solugao

Os itens (b) e (c) tém resolugao conjunta:

Determine a relacao de recorréncia da solucao em série de essa equacao que
corresponde a maior das duas raizes encontradas no item b).

Solucao

Encontrar a equagao indicial (e suas raizes) é parte do processo de resolver a
equacao usando séries. Comegamos assumindo a existéncia de uma solugao da
forma

= Zan(:p — 1)t

n=0

e substituimos na equacao.

Temos

= Z an(n+r)(z — )"t

Zan (n+r)(n+r—1)(x—1)"t2

n=0

Antes de substituir na equacao, note que estamos escrevendo y em poténcias
de (z — 1), mas os coeficientes P(x) = 1 — 22 e Q(z) = —z néo estao escritos
assim. Como queremos “jogar pra dentro do somatério”, precisamos escreve-
los como poténcias se (r — 1). Para Q(x) é facil, pois x = (z — 1) + 1. Para
P(z), resolvemos o sistema originado da equacao

Px)=1—-2>=A(x — 1)+ B(x —1)> = (B — A) + (A — 2B)x + Ba?,

que nos fornece A = —2 e B = —1. Esse passo nao seria necessario na alterna-
tiva sugerida acima. Agora substituimos na equacao.

P(x)y" + Q(z)y + R(z)y =

(—2(z—1) = (z—1)° Zann+r (n+r—1)(z—1)""? +

n=0

=)= DSl e D

ian(x—l)“” =0
n=0



Agora, “juntando os somatérios”, temos

—ap(n+r)(n+r—1)(z—1)"T"0 4

W

Z —2a,(n+7r)(n+r—1)(z—-1)"""1 +
n=0

i
[e=)

Z —ap(n+r)(z— 1) 4 Z —ap(n+r)(z — 1) 4
n=0 n=0

Z an(z —1)"" = 0

n=0

Duas das parcelas acima nao estao com expoente n + r como desejado. Re-
indexando com a mudanca m = n — 1 e retornando ao indice n em seguida,
obtemos

Z 21 (n+14+7r)n+7)(z—1)"" + Z—an(n+7‘)(n+r— )z —1)"" +
n=—1 n=0
Z —ap(n+r)(x—1)"" + Z —p(n+1+7)(z—1)"" +
n=0 n=-—1
Zan(x -1 = 0.

n=0

Evidenciando (z — 1)™*", obtemos tanto a equagao indicial quando a relagao
de recorréncia (ainda em fungao de r) desejada

[— 2T(T—1)—T]CLOI‘—1T1+§:|: n+r)n+r—1)—(n+r)+1a,+

[—2(n+1+7r)(n+7r)—(n+1+ r)]anl] (x —1)"" =0.

Os expoentes na singularidade xq = 1, raizes da equacao indicial e respostas
1
para o item (b), sdo . = 0 e 1y = 3 Para o item (c), basta substituir r na

equacao de recorrencia:

2(n+g)(n+%)+(n+g)
Un =~ 1 1 1 Un-1
(n+5)(n—5)+(n+5)+1

2 2



Question 4: (2.5 pontos)
Utilize a transformada de Laplace para resolver o problema de valor inicial

Y+ 2y + 3y =et +(t — 1)e*,
y(0) =0,
y'(0) =1.

onde 0(t — 1) é a “fungao”delta de Dirac com singularidade em 1.
Solucao Usando o método da transformada de Laplace obtemos

Lly"1+2L[Y+3L[y] = =y (0)—sy(0)+52Y (5)+25Y (s)—2y(0)+3Y (s) =

1 1
Y(s)=——— |1 ).
(s) s2+25+3( +s—1+6 )

Note que s? + 25+ 3 = (s + 1)? 4+ 2. Logo

V2

(s+1)2+2

1, .
:Ee sin(v/2t). (1)

£ [(s + 11)2 - 2] B %El

o err) = ¢ o)
= Ol | | - 1)
1

ee” T Dsin(v2(t — 1)). (2)

= Ul(t)—z

Pelo Célculo 1 é facil de ver que

1 1 1 55+ 1
(s —D[(s+1)2+2] _5(3(3—1) a <s+1)2+2)‘

Dali segue-se pelo Célculo IV

o 1 B
£ (8—1)[(s+1)2+2]] -

3(s—1) 3B[(s+1)24+2] 3[(s+1)2+2]

o a7 |

et cos(V2t) — %et sin(v/2t). (3)

Somando (1), (2), (3) obtemos a solugdo desejada

y(t) = LY ())(t) = ?e‘t sin(v/2t) + ul(t)%ege_t sin(va(t — 1)) + éet - ée_t cos(v/21)

= % (3\/§e3u1(t) sin(V2(t — 1)) + e + 2/2sin(V2t) — cos(ﬁt)) |



Transformadas de Laplace elementares.

f L[f]
1 , s>0
t™ (m € N) mil,s>0
e L , S>a
s—a
tme™ (m € N) G TZ!)mH, s>a
sen(at) s> 0
s?+a
cos(at) 2 j_ 3 5> 0
e sen(bt) = ;;2 e >a
e cos(bt) E Esa_)za_?_ 2 5>
senh(at) o S |al
cosh(at) 5 s> q
it —a) e
ua(t)f(t —a) | e L[f](s)
e’ f L[fl(s —a)
Fm() S"LLf](s) = s"Hf(0) — .. = fD(0)




