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Calculo Diferencial e Integral IIT - MAC238

Gabarito prova final- Escola Politécnica / Escola de Quimica -26,/02/2013

Questao 1: (2.5 pontos)
Calcule a integral

e@+y)?+(z—y)?
I—// (z+y)e dxdy ,
V222 + 212

ondeD:{(x,y)E]R2 ; x2+y2glandx—y20}.

Sugestio: use a mudanga de variqveis (u,v) = (x +y,x —y).

Solucgao:
Seguindo a sugestao, usamos a mudanga linear (u,v) = (x + y,z — y). Entao calculamos o
jacobiano gg“ Z; -2 = ggzzg = —1. Alem disso,

(r,y) e D < (u,v)eﬁz{(u,v)GRQ ; u2+v2§2,ev20}.

Logo, vale pela férmula de mudanca de variaveis

7 // uet +v dud
= = —auav .
2 JJD Vu? 4 v?

Agora, passamos em coordenadas polares (r,6) com (u,v) = (rcosf,rsenf). Verificamos que
ouv) — ) o que (u,v) €D & 0<r7r <42 0<6 < Portanto, vale pela férmula de
mu(fanga de variaveis que

1 V2 1
= 7/ / cos(0)e” rdodr = 7( — sen 9)
2Jo Jo 2

Questao 2: (2.5 pontos)
Calcule a integral de linha do campo vetorial

—Y
F(l’,y) = (41:2—1-3/2 + v,

x
422 + y?
ao longo do quadrado C' definido pelo sistema de equagoes |x| + |y| = 44/, orientado no sentido
anti-horario.

Solucgao:

Usaremos o Teorema de Green para resolver o problema. Para isto temos que isolar a origem da
regido a ser usada (pois F' tem uma singularidade na origem). Definimos a curva auxiliar v dada
pela elipse 422 + y* = 1 orientada no sentido hordrio. Seja D a limitada pelo quadrado e pela
elipse. Logo, vale pelo Teorema de Green,

[ Fear = //(%_fm) y = — [ dudy = ~avaymr+ T =S,

oy 2

Assim temos que

F~dr:——/F~dr:—637T+/ F-dr.
¥ 2 o
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Parametrizando v~ por (2(0),y(0)) = (5 cos(f),sin(0)), onde 0 < 6 < 27, temos que:
1 2 T
F-dr = - / 20)d0 =~ |
/7 dr 5 J, cos (0)do 5
Portanto 63 63
/F clr———7T /F-d?“:—l—l—z:—?)lﬂ'.
- 2 2
Questao 3: (2.5 pontos)
Considere a superficie S obtida girando-se a curva
(z(t), 2(t)) = (acost, asent), g <t<

N CD\>]

onde a > 0 é uma constante, em torno do eixo Oz. Calcule a area de

Solucgao:

Por hipéteses a curva gira em torno do eixo Oz, logo a parametrizagao da superficie S é dada

por
o(t,0) = (acost cosf, acostsenb, asent), —g <t< %, 0<0<27
Assim o vetor normal e a sua norma sao dados por
tcost
Op Oy 5 eos dp Oy
X — = —a“cost | costsenf = — X = a?| cost|.
ot~ 06 sen ot 00 | |

Lembrando que cost > 0 se t € [~7, 5], calculamos

27
Area S = //1ds-/ /ﬂa CostdthZ2ﬁa2(sen%—sen(—g)) =71a®(1+3).

Questao 4: (2.5 pontos)
Calcular

/ F-nds,
S

Sz{(x,y,z)€R3 cy=4—2"-2 e yZO},

onde S ¢é a superficie definida por

71 € o vetor unitario normal a S cuja segunda coordenada é sempre positiva, ds é o elemento de area
e F' é o campo de vetores dado por:

F = (arctg(_y+2) +COS(Z4 + ]_)’ .TQ _}_3y7 —Z+1n(sen2x—|— 1) +€y7+9> '

Pagina 2 de 3




Calculo Diferencial e Integral IIT - MAC238
Gabarito prova final- Escola Politécnica / Escola de Quimica -26,/02/2013(continuacao)

Solucao:

Consideramos o disco S centrado na origem e de raio 2 no plano y = 0, isto é S; é definido por:
S = {(x,y,z) ER® : y=0e(r,2)€ B}, onde B = {(x,z) eR? : 22422 < 4}

com vetor normal unitario n; = (0, —1,0). Seja W o volume delimitado por S; e S. Assim segue
pelo teorema de Gauss

//F-nds+/ F-mds,:// divF dxdydz, (1)
S /sy w

Observamos que divF = 2 e que W é uma regiao de tipo II, portanto

5 =4—22—22
// divF dxdydz = 2 // /y dydzdz = 2 // (4 — 2* — 2*) dadz
w B Jy=0 B

=8 Area (B) — 2 [[ (2* + 2) dx d=
J

. 2w 2
:8AreaB—2/ / r3dr df = 167,
o Jo

onde na ultima integral temos usado coordenadas polares.

Agora, calculamos a integral de superficie sobre Si,

' 0 21 2
// F-nlds:// 22 |- -1 d:)sdz:—// xQd:de:—/ / 3 cos? O dr df = —4.
S B\ B o Jo

0

onde usamos novamente coordenadas polares. Assim pela equagao (1) e pelo cdlculo das integrais
anteriores obtemos que

//F-nd3:167r+47rz207r.
s

Duracao da prova: duas horas

Regras:

Nao é permitida consulta a qualquer fonte e nem se ausentar da sala durante a prova

Todo o material do aluno, com exce¢ao de documento de identidade, lapis, caneta, régua, borracha
deve ficar junto a mesa do professor

Calculadoras, aparelhos celulares e similares devem ficar desligados na bolsa/mochila do aluno
junto a mesa do professor

O aluno deve apresentar o documento de identificacdo quando for assinar a folha de presenca.

A prova pode ser feita com lépis e/ou caneta.
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