Célculo Diferencial e Integral III - MAC238

H Curso unificado - Esc. Politécnica / Esc. de Quimica
Gabarito da prova final - 26/06/2012

Questao 1 (2.5 pontos)
Caknﬂexly"ayz——9x2dxdy,onde[)é()ujﬁnguk)de\érﬁces(0,6%(1,3)6(0,0)

Sugestdo: Utilize uma mudanga de coordenadas adequada

Solucao:
O dominio D ¢ limitado simultaneamente pelas retas y + 3x = 6, y —=3x = e x =

0. A integracdo de \3/y2 — 9x2 tanto em relacdo a x quanto em relagdio a y parece ser
complicada. Como y? — 9x = (y — 3x)(y + 3x), parece ser adequado usar a mudanga
de coordenadas linear u = y — 3x e v = y + 3x. Derivando e calculando temos que

I, v)| d(x, dxy)|_1
20 9) = 6 e, portanto, > o) (,0) =z
A parametriza¢do ¢(u,v) é dada por (x,y) = @(u,v) = ((v - u)/6, (u + v)/2). Seu

dominio ¢é a regido limitada pelas retas v = 6, u = 0 e u = v. Entao,

311/3

1 (5 (o 1 3
ff \3/}/2 —9x2dxdy = - f f uBoB dudo = = f P dy = —6%3 =
; 6J, J, 8J, 64 2105

Questao 2 (2.5 pontos)
Seja a uma constante, f uma fungdo de classe ! definida em R e o campo vetorial F dado

por F(x,y) = (f(y) + ¥y, ax® + xy).

Sabendo que F.dr = Area(D) para toda regido D limitada em R? cuja fronteira dD é
D
uma curva simples de classe %! orientada no sentido anti-horario, determine a constante

a e a fungdo f, sabendo que f(0) =

Solucao:

F(x,y) é de classe ! e a regido D tem as condigdes para aplicagdo do Teorema de
Green. Entdo, aplicando-o, temos que

Area(D) = F.dr = f Bax? + 1P — f'(y) —x*dA
D D

Se 3ax? + 1 — f'(y) —x*> = 1 em todo o R?, a igualdade acima sera satisfeita para toda

regido D nas condi¢des do enunciado. Entdo, temos que (32 — 1)x* = f'(y) -y + 1

para todo par (x,y) € R* e, portanto, a = 1/3 e f'(y) = > — 1. Integrando temos que
i

fy) = ——y+C Como y(0) = 2,temosquef(y)—yz—y+2-

Questao 3 (2.5 pontos)
Considere o campo vetorial

2

2
F(xzy/Z) == (% + % + xZ) 1+(§ x5y + ln(4 + Cosy )) (5x2y2 + eCOS(]. + Zé) Kk
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Seja C a curva correspondente a por¢do da interse¢@o das superficies dadas por z = xy e
x?+y? = 1 e cujos pontos tem coordenada y > 0, orientada com coordenada x decrescente.

Calcule f F.dr.
C

Solucao:

O calculo direto da integral de linha parece envolver integracdes ndo triviais. Vamos
aplicar o Teorema de Stokes, utilizando a superficie S que é a por¢do de z = xy no
interior do cilindro x* + > = 1 com y > 0. A fronteira de S, denotada JS, ¢ dada
por dS = C Uy, sendo y o segmento de reta pertencente ao eixo cartesiano OX, com
x € [-1,1] orientada de forma que x seja crescente. A orientag@o de S € tal que o seu
vetor normal tem a coordenada z positiva. Aplicando o Teorema de Stokes temos que

ﬂlmmﬂ:me+wa
S C y

Temos que rot F = (x?y, —xy?, 1). A parametriza¢do natural em S € dada por ¢(u,v) =
% d
(u,v,uv), comu? + v* < Tev > 0. Entdo, N = 8_(P X 8—q0 = (-v, —u, 1). Segue que
u v

rot F(p(u,v)).N = —u*v* + u>v*> + 1 = 1. Entdo, f fs rot F.dS = Area(D), sendo D o
dominio de @. Portanto, f fs rotF.dS = m/2.

A curva y pode ser parametrizada por o(tf) = (¢,0,0), com t € [-1,1]. Portanto,
'ry — — (‘g = _
(un_@ameﬁﬁm_ Lfdu.ya

3r+4
Obtemos, entdo, que f F.dr = e
C

Questao 4 (2.5 pontos)
Calcule o fluxo do campo vetorial F(x,y,z) = (y°senz, x° cosz, z°) através da superficie

definida por z = y/x%2 + y2, onde 1 < z < 2, sendo que o vetor normal aponta para fora do
cone.

Solucao:

Parametrizando o tronco de cone, observa-se que o calculo da integral que se apresenta
nio é imediato. Aplicaremos o Teorema de Gauss na regido do R® dada por

W = {(x,y,z) €eR’taisquez > x> +1y2 ez € [1,2]}.

Temos que a fronteira orientada positivamente de W, denotada d W, é dada por W =
SU S, US,, sendo S a superficie definida no enunciado. S; € a por¢do do plano z = 2
com x*+y? < 4 e normal unitaria (0,0, 1). S, é a por¢do do planoz = 1 com x* +1* < 1
e normal unitaria (0,0, -1).
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Aplicando o Teorema de Gauss temos que

fff divz?dv=fff.d5+ff T:.d5+ff E.dS.
w S S Sy

Em S; temos que 1_-“).1] = 8, sendo 1 a normal unitaria. Entdo, f fs E.dS = 32m.
1

Em S, temos que 1_-“).1] = -1, sendo 1 a normal unitiria. Entdo, ffs E.dS = -n.
1

Temos que divF = 3z2. Utilizando coordenadas cilindricas, isto é, a mudanga de

coordenadas dada por x = rcos0, y = rsen6 e z = z, que tem como jacobiano 7,

obtemos que
N 27T 2 4 93
fff divFdV = f f f 3227 drdzdf = 1.
w o Y1 Yo 5

= 9371t 621
Obtemos, entdo, que ff F.dS = ? -2+ = _T.
S
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