Calculo Diferencial e Integral 11T - MAC238

A \ Instituto de Matematica - IM/UFR.J
abarito prova final - Escola Politécnica / Escola de Quimica -29/11/20:

Questao 1: (2.5 pontos)
Encontre a area da regiao do primeiro quadrante limitada simultaneamente pelas
curvas vy = 4, vy = 8, x> = 5 e 2y = 15 usando uma tnica integral dupla.

Sugestao: aplique uma mudanca de variaveis adequada.

Solucgao:

Um esbogo da regiao pode ser visto na figura abaixo.

A ideia mais simples de mudanca de variaveis ¢ considerar u = zy e v = xy%. A
matriz jacobiana da mudanca de coordenadas inversa, isto é, da aplicagao dada

por (u,v) = W(z,y) = (zy,zy°) ¢
d(u,v) _
d(z,y)

Yy T

y3 31’3/2

= 2zy° = 2u.

Sabemos que o determinante jacobiano da mudanca de variaveis escolhida é
o inverso multiplicativo do determinante jacobiano da mudanga de variaveis
oz,y)
o(u,v)

inversa (consequéncia do Teorema da Fungao Inversa) e, portanto

0 b
(u, 0) = —. Com a mudanca de variaveis escolhida, a regiao de integragao
O(z,y) 2v

¢ extremamente simples e é dada por (u,v) € [4,8] x [5,15]. Finalmente,

) 8 15 4
Area:/ / — dvdu =2(In15 —Inb5) =2In3
4 Js 20
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Questao 2: (2.5 pontos)

Seja o campo vetorial F(z,y) = (Fi(z,y), Fo(z,y)) de classe C' definido em U =

F, F .
R\ {(0, 0)} e suponha que aa— =4+ % em U. Sabendo, ainda, que f,y F.dr = 6,
T Y

sendo v a circunferéncia de centro em (0,0) e raio 1 orientada no sentido anti-horario,
calcule [, F.dr, onde C & a elipse 252* + 4y* = 100, orientada no sentido anti-horario.

Solucgao:

Das condigoes de regularidade do campo vetorial F vemos que podemos aplicar
o Teorema de Green em qualquer regiao que satisfaca as condigoes do teorema
e que nao contenha a origem, pois o campo nao esta definido em (0,0). Vamos
aplicar Green na regiao do R?, que denominaremos D, que contém os pontos no
interior da elipse 2522 + 4y? = 100 e fora da circunferéncia de centro em (0,0) e
raio 1. Pelo Teorema de Green, respeitando as orientacoes, temos que

// @—@M j{ﬁ.dr—j{ﬁ.dr.
C v
OF, OF,

Como o 4, a area do interior da elipse é 7.2.5 = 107, a area do interior
r Y

do circulo é 7.1 = m obtemos que

y{ F.dr = 67 + 4(107 — 71) = 427.
c

Questao 3: (2.5 pontos)
Seja C' a curva de intersecao do cilindro circular 2% + y? = 4 com o plano z = 4,
orientada no sentido anti-horario quando vista de cima. Calcule j;c F.dr, onde F é o
campo vetorial definido por

F(z,y,2) = (yz + €, 3z —az +1In(1+e¥), In(32° + 3y° + 1 — 2)).

Obs: Leve em conta na sua resolu¢ao o dominio do campo vetorial F' e, se julgar
necesséario, utilize o cilindro circular.

Solucgao:

Vemos que o ultimo termo do campo vetorial F' nao esta definido em todo o
R3. Em coordenadas cilindricas esta definido somente quando z < 3r? + 1. Em
especial, se z = 4 nao esta definido no disco com r < 1. Assim, nao podemos
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pensar em aplicar Stokes usando o disco dado por z =4 e r < 2 como superficie.
O calculo direto da integral parece envolver integragoes nao usuais e deveremos
tentar aplicar o Teorema de Stokes escolhendo superficie adequada.

O rotacional do campo F' é dado por

6y 6x
t = — 3—2z].
o (3x2+3y2+1—z+x’y 32243y +1— 2 Z)

Com a expressao para o rotacional obtida, vemos que este tem uma expressao
mais simples sobre o cilindro 22 4+ y? = 4. Seja S; a porcao do cilindro 2% +y? = 4
com z € [0, 4], orientada com normal apontando para o interior do cilindro. Seja ~y
a projecao da curva C' no plano cartesiano z = 0 orientada no sentido anti-horario.
Aplicando o Teorema de Stokes temos que

// rot F.n dS = f F.dr—j{F.dr.
S1 C il

O célculo direto da integral de linha ao longo da curva v tem a mesma dificuldade
que o célculo ao longo da curva C, no entanto, podemos aplicar o Teorema de
Stokes para esta curva usando como superficie o plano z = 0 ja que o campo e
o rotacional sdo de classe C'° para todos os pontos (z,y,z) com z < 1, como
ja vimos. Seja Sy a regiao do plano z = 0 limitada pelo cilindro z? + y? = 4,
orientada com vetor normal unitéario (0,0, 1). Temos que

// rot F.n dS = fF.dr

S2 vy

]{F.dr:// rot F.n dS+// rot Fl.n dS. (1)
C S1 Sa

Obs: poderiamos ter chegado & mesma conclusao se tivéssemos escolhido a uniao
das superficies S; e Sy para aplicar o Teorema de Stokes.

e, portanto,

Podemos parametrizar S; por ¢(0,v) = (2cosf,2senf,v) com 0 € [0,27) e
v € [0,4] e, entao,

&p . 9% &p
ov 00

Este vetor esta orientado para o interior de S7, como se deseja. Dai segue que

// rot F'n dS =

27
24 0 0 24 0 0
/ / senbcosv 4 cos2 0 £FSeNU oSy 4sen? 0 dodv =
13 —0 13—

4 2w
— / / 4 dfdv = —32m. (2)
o Jo

=(0,0,1) x (—2sen#,2cosh,0) = (—2cosb, —2sen 6, 0).
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Obs: O vetor normal unitario deste cilindro é dado por (—z/2, —y/2,0) e, portanto,
rot F.np = —2%/2 — y*/2 = —2. Como a area de S; é o perimetro da projegao do
cilindro no plano coordenado xy multiplicado pela altura do cilindro, confirmamos
o resultado obtido em (2).

Finalmente, como a normal unitaria a superficie Sy é dada por (0,0, 1), temos
que rot F.np = 3 ao longo de S, e, portanto, ff32 rot . dS = 127. Aplicando este

resultado e o obtido em (2) na equagao (1) temos que §, F.dr = —32r 4 127 =
—207.

Questao 4: (2.5 pontos)
Calcule o fluxo do campo vetorial F(z,y,2) = (z + In(y*2* + ), Y + e’ v+ z)
através da superficie lateral do tetraedro limitado pelo plano -+ = 4 + — =1 e pelos
planos coordenados, sendo a, b e ¢ constantes positivas. Orlgnte esta superficie de

forma que os vetores normais apontem para o interior do tetraedro.

Obs: considere que a superficie lateral deste tetraedro é constituida das suas faces,
com excegao da face contida no plano cartesiano xy (que ¢ a base deste tetraedro).

Solugao:

Inicialmente, temos que o campo F esta definido em todo o R? e ¢ de classe
C*. Para evitar calcular trés integrais de superficie vetoriais com integracoes
possivelmente complicadas, vamos aplicar o Teorema de Gauss. A superficie
(fronteira) completa do tetraedro inclui as trés faces laterias pedidas e, também
a base. Denominando 5; a superficie lateral do tetraedro, orientada com vetores
normais apontando para dentro do tetraedro, S, a base do tetraedro, orientada com
vetores normais apontando para dentro do tetraedro e €2 o tetraedro propriamente
dito, temos, usando o Teorema da Divergéncia (Gauss) a seguinte expressao

///ﬂdiV(F)dv://aﬂF'ndS:_//SZF'MS_//S,,F‘MS' (3)

E imediato obter que div F' = 3 e, portanto, /// div(F) dV = 3Vol(2). Da

Q
geometria analitica bésica sabemos que o volume da piramide ¢ dado por um tergo
da area da base multiplicada pela altura e, portanto, o volume deste tetraedro é

Vol = b . Temos, também que o vetor normal a Sy, é dado por n = (0,0, 1).
b—bzx/a a2b

// FndS = //x—l—zdS //a:dS // x dydr = —.
Sb Sb Sb 6
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b 2h
Utilizando (3) temos que // FndS = —% - %.
S
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