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Questao 1: (2.5 pontos)

Calcule // (F -n)dS, onde F(z,y,z) = (2y,—z,2%) e S é a superficie do cilindro
S
y? = 8z situada no primeiro octante e limitada pelos planos y = 4 e z = 6. Oriente a

normal de forma que a sua coordenada x seja positiva.

Solucgao:
2
v
Uma parametrizagao para a superficie é dada por p(v,w) = <§,v,w>, com

v € [0,4] e w € [0,6]. Temos que

7 50~ (1-7.9).

Observe que este vetor normal tem o mesmo sentido que o proposto no enunciado.
Entao

// (F-n)dS = // (v, w) 1—1 O)dvdw-//?v—l——dvdw:l?)Q

Questao 2: (2.5 pontos)
Seja o campo vetorial ﬁ(x,y, z) = (2xz + y?, 2xy + 3y?, e* + x?). Verifique se Fé
conservativo e calcule f c F - d7 onde C ¢é a curva dada pela intersecao da superficie
z=9—x%—y? com z > —4 com o plano y = 2 (oriente C' de forma que a coordenada
x seja crescente).

Solucgao:

O campo ¢é de classe C* definido em todo o R3. O rotacional é dado por
rot F(z,y,2) = (0 — 0,22 — 22,2y — 2y) = (0,0,0) e, portanto, o campo ¢
conservativo.

A intersecao do paraboldide com o plano é a pardbola dada por z =5 — 22 com
y = 2. Os extremos da curva C' ocorrem quando z = —4 e, portanto, r = +3.

Seguindo a orientacao proposta no enunciado, temos que o ponto inicial A é dado
por A = (—3,2,—4) e o ponto final B é dado por B = (3,2, —4).

Vamos utilizar a curva v que corresponde ao segmento de reta que liga A até
B, que é parametrizada por o(t) = (t,2,—4), com t € [—3,3]. Entao temos que
o'(t) = (1,0,0) e, portanto,

3
/ﬁ-dfz/ﬁ-dfz/ St +4dt =24
C ¥ -3
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OBS: A obtencao da fungao potencial envolve alguns calculos adicionais. A funcao
potencial relativa ao campo F' ¢ dada por f(z,y,2) = 222 + x> + > + e e a
integral é dada pela diferenca de potencial, isto ¢, f(3,2,—4) — f(—3,2, —4) = 24.

Questao 3: (2.5 pontos)
Seja C' a curva de intersecao da conica 2% + y? — 2y + 22 — 62+ 9 = 0 com o plano
z = 3, orientada no sentido anti-horario quando vista de cima. Calcule fo F.dr, onde
F' é o campo vetorial definido por

F(z,y,2) = (32 + by, Tx + arctan(z* + 1), 2z + cos y?).

Solucgao:

O campo F(z,y, z) & de classe C* definido em todo o R3. Completando quadrados
na equacao da conica obtemos a esfera

4+ (y—172+ (-3 =1

Assim C' é uma circunferéncia com centro em (0, 1,3), raio 1, contida no plano
z = 3. O célculo direto da integral pedida parece envolver algumas integragoes
nao imediatas e a aplicacao do Teorema de Stokes pode simplificar os calculos.
Seja S a regiao do plano z = 3 contida no interior da curva C'. O vetor normal
unitario relativo a superficie S com a orientacao adequada & orientacao da curva
C' é dado por (0,0, 1). Portanto, ao aplicar o Teorema de Stokes, necessitaremos
somente da terceira coordenada do rotacional, isto é, 7 — 5 = 2. Entao rot F.n =
(—,—2).(0,0,1) = 2. Usando o teorema de Stokes:

j{ F.dr = // rotF.nds = 2 Area(S) = 27.
c S

Questao 4: (2.5 pontos)
Calcule o fluxo do campo vetorial F'(z,y, 2) = (3+y+2z—z, 28+In(z®+1)—y, 22—y —2)
através da superficie S dada por 22 + y? + z = 1 satisfazendo x + z > 1, isto ¢,

S:{(az,y,z) kP42 =1, x—l—z?l}.

Considere S orientada pela normal unitaria que tem componente z nao negativa.
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Solucao:

A projecao no plano cartesiano ry da intersecao do plano x + z = 1 com o
paraboldide de equacao 2% 4+ y?> + z = 1 ¢ dada por 22 + 9> +1 — 2z = 1, isto ¢,
(r —1/2)? 4+ y* = 1/4, que corresponde ao circulo horizontal de raio 1/2 e centro
em (1/2,0,0).

O céalculo direto do fluxo parece envolver integrais trabalhosas e utilizaremos
o Teorema de Gauss. Temos que divF=-1-1-1= -3 e, como S é uma
superficie aberta, utilizaremos uma superficie auxiliar, que denominaremos 57,
para fecha-la. Seja S; a porcao do plano x + z = 1 limitada pelo paraboldide
2% +y*+ z = 1 com vetor normal com coordenada z negativa. Pelo Teorema de
Gauss temos que

// FondS + // FndS= /// div F dV = —3 Volume(Q2),
S S1 Q

sendo  a regiao do R? limitada por S U S;.

Uma parametrizagdo natural para Sy é dada por ¢(u,v) = (u,v,1 — u). Dali,

e Op

u " v

// FndS= —//(3+U+2—2u—u,_,2u—v—1+u).(1,01) dudv =
S1 D

- // 4 dudv = —4Area(D),
D

sendo D o dominio da parametrizagao. Como usamos a parametrizagao natural
temos que Area(D) = 7 /4.

= (1,0,1) (orientagao oposta & orientacao de S;). Entao

O calculo do volume de €2 necessita uma integral dupla. Temos que

Volume(Q)://D(l—:BQ—y2)—(1—$)dA://D:B—x2—y2dA,

sendo D o circulo (em R?) dado por (z — 1/2)% + 3? < 1/4. Usando mudanca de
coordenadas polares com centro deslocado temos ¥(r,0) = (1/2 + rcosf,rsenf),
com r € [0,1/2] e 8 € [0,27]. O jacobiano desta mudanca ¢ igual a 7 ¢ obtemos,

Volurne(Q)://3:—91;2—y2 dA =
2r /2 . 1 2
/ / ——1—7” cos@—r( +rcos€> — r3sen? 0 drdf =
/ / ——7« drdg = = - = - T
16 32 32
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Do Teorema de Gauss temos, entao, que

= = - 3T 2971
FndS=— FndS divEFdV =n— — = —
//g 7 //g 7 +///Q v T3 T 3
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