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Questao 1: (2.5 pontos)
Calcule a integral de superficie escalar / 5zydS sendo S a porcao do cilindro 922 4+ 4y? = 36 contida
s

no primeiro octante, limitada superiormente por z = 6(x? + y?) e inferiormente por z = 2% + y%.

Solucgao:

Uma parametrizacao para o cilindro é dada por ¢(6,2) = (2cos6,3sen6, z), com 6 € [0, 7/2]
(primeiro octante). Substituindo a parametriza¢do nas equagoes dos paraboldides temos que
2 € [4cos? 0 + 9sen? §, 6(4 cos? 6 + 9sen? 0)].

96 00
00 = 0z

Com esta parametrizagdo temos que N := = (3cosf,2senf,0) e dal ||N|| = (4 +

5cos? )2, Finalmente temos
/2 6(4cos? 049 sen?
// SxydS = / / 30 cos Osen 0(4 + 5 cos® 0)'/?dzdf =
4 cos? 0+9sen? 0

w/2
/ 150 cos @ sen 0(4 cos® 0 + 9sen® 0) (4 + 5 cos® 0)1/%df =
0

w/2
150/ cos@sen (13 — (44 5cos? 0)((4 4 5cos? 0)/2df =
0

150.13 2 pusal/2 150
ST (44 5cos” 6) ’0 —1—25

(4 + 5 cos 9)5/2\2/2 =130.(27 — 8) — 6.6(243 — 32) = 1204

Questao 2: (2.5 pontos)
Seja F' o campo vetorial em R?\ {(0,0,0)} dado por
1
?(fay, z) = m(%ya z)
e C a curva parametrizada por 7 : [0,1] — R? | de classe C! tal que v(0) € S(a) e v(1) € S(b),
sendo S(a) a esfera de raio a e centro na origem e S(b) a esfera de raio b e centro na origem, com

0 < a < b. Suponha que a curva C nao intercepta a origem. Calcule / ?.dr.
c

Solucgao:
Observamos que o campo vetorial ? nao esta definido na origem e ¢é de classe C* em todos os
1

5 (2yz —2yz, 222 — 222, 22y — 27y) = (0,0,0).

(@25 7+ 2
Portanto, podemos aplicar a proposicao de equivaléncia e obter que existe uma funcao potencial,

outros pontos. Além disso, rot ? = —

isto é, uma fungao f que satisfaz F'(x,y,2) = V f(z,y, z). Integrando as fungoes coordenadas
1

de F obtemos que f(z,y,2) = 5 In(z* + y* + 2%). Se (T4, Ya, 24) ¢ um ponto qualquer de S(a)

temos que f (4, Ya, 24) = In(a). Analogamente, se (z, s, 25) € um ponto qualquer de S(b) temos

b
que f(zp, Ys, 2) = In(b). Finalmente, /F.dr = f(xp, Yp, 2b) — f(Ta, Ya, 2a) = In e
¥

Questao 3: (2.5 pontos)
Seja. C' a curva orientada parametrizada por 7 (t) = (cos(t), sen(t), 8 — cos?(t) — sen(t)), com

t € [0,27]. Seja o campo vetorial ?(z, y,2) = (22 — 9%, —2xy?, evYZcos(z)). Calcule / F.dr.
c
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Solucao:

O calculo direto da integral de linha parece envolver integragoes nao triviais. O campo ? é de
classe C*™ se z > 0 e temos que rot(%j) = (0,22, —2y* + 2y). Analisando a curva C, vemos que
2(t) > 6 para todo t € [0,27] e que a curva estd contida na superficie z = 8 — 22 — y. Vamos
utilizar esta superficie para aplicar o Teorema de Stokes.

Observamos que a proje¢ao da curva C' no plano coordenado xy tem o sentido anti-horario
e, portanto, orientaremos a superficie de forma compativel com o Teorema de Stokes, isto é,
com a terceira componente do vetor normal sendo positiva. Usando a parametrizacao natural,
isto é, p(zr,y) = (r,y,8 — 2% — y), temos que o dominio D desta parametrizagao é dado por
0 0
2% 4 y? < 1. Temos, também, que N := a—(p X aigo = (22,1, 1), que tem a orientagao desejada.
x Y
Entao, ((rot F?) 0p).N = (0,16 — 22 — 2y, —2y* + 2y).(2x,1,1) = 16 — 2(2* + y*). Aplicando o
teorema de Stokes e coordenadas polares para a resolucao da integral dupla obtemos

2w 1 .
/ Fodr = // 16 — 2(2? + y?)dady = / / 161 — 23drdf = 167 — 7 — 157,
c D o Jo
Observagio: A parametrizacio W(r,0) = (rcosf,rsen6,8 — r*cos? — rsend), com r € [0, 1]

e 0 € [0,27] também poderia ser utilizada. Neste caso teriamos que ((rot ') o W).N =
(0,16 — 2r? cos® 0, —2r?sen® @ + 2rsen 6).(2r* cos 0, r,r) = 167 — 2r® + 2rsen §. Dai terfamos

27 1
/ ?.dr = / / 167 — 2r3drdf = 16 — 7 = 157.
c 0o Jo

Questao 4: (2.5 pontos)
Seja 0 2 o volume em R? dado por Q = {(z,y, 2) € R? tais que 42% + y*> < 16, —3 < z < 3} e seja

o campo vetorial

Flos) = (304 L !

22 +22 2y 422 2y

Calcule a integral de superficie vetorial / ?7 dS, sendo 0f) a fronteira da regiao €2 e ﬁ a
o9

normal apontando para dentro de 2.

Solucao:

O célculo direto das integrais de superficie parece envolver integracoes nao triviais ao longo da

superficie lateral do cilindro 422 + y? = 16. Poderemos aplicar o Teorema da Divergéncia para

encontrar este fluxo.

Temos diversas possibilidades para resolucao. Uma delas é observar que o campo vetorial ?

pode ser escrito como ?a + F' sendo an = (32,0,0) e Fb =1/ +y* + 2%)(y,—z — 2,9).

Temos que div ?a =3 ediv Fy = 2oy — 22y — 2yz + 2yz) (22 + % + 22)_2 = 0. O campo

?a é de classe C* em todo o R3. O campo F'j, estd definido em R\ {(0,0,0)} e div ?b =

Por Gauss, // FGW dS = —3 Volume(Q2) = —144x. O fluxo do campo vetorial ?b pode ser
o0

calculado usando o Teorema da Divergéncia. Como a origem nao pertence ao dominio do campo
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Fb, aplicaremos o Teorema da Divergéncia em uma regiao (). obtida excluindo os pontos no
interior de uma esfera de raio 1 e centro na origem do dominio original 2. Aplicando o Teorema
da Divergéncia obtemos

Sl v B == [ Foi s = [ Fuops 0

sendo S; a esfera de centro na origem e raio 1 orientada com vetor normal apontando para o
exterior da esfera. Os sinais adotados correspondem a orientagao do Teorema da Divergéncia
(vetor normal apontado para fora do volume).

e Uma parametrizagdo para a esfera é dada por (6, p) = (cosfsen ¢, senfsen p, cos ),

ov
com 6 € [0,27] e p € [0,7]. Entdo, N := 3 X B = Sen @(cos @ sen p, sen f sen @, cos p).
Y

Temos que

?b(\ll).N = sen ¢(sen @ sen @, — cos f sen p — cos p, sen @ sen ).

(cos @ sen o, sen fsen @, cos ) = 0.
Entao, temos que //S ?b.ﬁdS =0.
e Como div Fb = (0 temos que /// div ?bdv =0
Qe

e Substituindo na equacao (1) obtemos que // ?b.ﬁ.ds = 0.
)

Finalmente, temos que //dQ FW ds = //m Faﬁ s + //(m ?bﬁ dS = —144m.

Obs: Os célculos seriam muito simplificados se observassemos que ?b = —rot(—In(z? + y* +

1
22,0, In(2%+y*+22). Entao, // Fb.ﬁdS =3 // rot(— In(z*+y*+2%,0,1n
o0 o0
0, pelo Teorema de Stokes, pois a superficie 0 é uma superficie fechada.

DO | —

w2 HyP+22)ndS =

—~

Obs: Se o campo vetorial ? nao fosse dividido como neste gabarito, os calculos seriam um pouco

mais trabalhosos. Usariamos que / / / div ?dV = — / / F.ﬁ.ds — / / ?.ﬁds. Obteriamos
Q. o0 S1
que /// div ?dV = 1407 e // ?.ﬁdb’ = 47, chegando ao resultado desejado.
Qe S1

Obs: Embora a aplicacao direta do Teorema da Divergéncia na regiao €2 (desconsiderando
completamente o fato que o campo vetorial nao estd definido na origem) fornega o mesmo
resultado numérico que foi obtido nesta resolucao, o seu emprego esté conceitualmente incorreto,
pois o campo nao estd definido na origem e nem mesmo ¢ limitado em 2. Um problema
semelhante ao proposto nesta questdo em que a aplicacao direta nao fornece o mesmo resultado
ocorre quando, por exemplo, % = (z,y,2)/(z* 4+ y? + 2?2)3/2. Neste caso, o divergente se anula

mas o fluxo em 02 ndo se anula.

Obs: Todas as curvas e regides auxiliares utilizadas na resolucao das questoes deverao ser claramente
identificadas, incluindo as orientagoes adotadas.
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