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Questao 1: (2.5 pontos)
Seja A C R? o conjunto limitado pela curva plana com parametrizacao dada por:

o(0) = ((2 +sen(40)) cos(8), (2 + sen(46)) sen()), 6 € [0, 2],

(ver figura 1). Determine a érea de A.

Figure 1: A curva.

Solucgao:

A aplicagdo de mudanca de coordenadas polares em Euclideanas é dado por @ : [0, 00) x [0, 27| —
R2, (r,0) + (rcos@,rsinf). Como

A=d({(r,0): 7 < 2+sin(40)}),

obtemos pela mudanca de variaveis que

area(A) = // dxdy = // | det D®|dxdy
A {(r,0):r<2+sin(40)}
2w 2+sin(40) 1 /2«
- / ( / rdr) o = - / (2 + sin(46))2d6
0 0 2 Jo
== (46 — cos(40)[37) + ! / 7 Sin2(40)do
2 0 2 Jo
Versao 1: sin?(46) = (1 — cos(86))/2. Entao, obtém-se a integral indefinida
. 9 1 L.
/ sin?(40)d9 = 3 (6 —  sin(s6))
Versao 2: Pela integracao em partes, obtém-se as integrais indefinidas
—1 1
/sin2(40)d0 = sin(40) - e cos(46) + 2 /40082(40)d0
1
=1 sin(40) cos(40) + / 1 — sin®(46)d6.
Dai, [sin?(40)df = 0/2 — sin(46) cos(46)/8 e
2

drea(A) = 4 —I—l (9 _ sin(40) cos(40)

2\2 8

9
) :47T+7T/2:§.

0
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Questao 2: (2.5 pontos)

Calcule o Volume do solido V' contido no primeiro octante (i.e., x > 0,y > 0, z > 0) e limitado pelas
superficies z + - +y zlez—ﬁ—y——()

Solucgao:

A projecao da intersecao das duas superficies no plano zy é uma circunferéncia, de equacao
22 +y? = 36/13. O solido pode ser representado como um dominio de tipo 3:

W ={(z,y,2) | (z,y) € D,

22
9

2

y? Y
L << 1 - _Z
+9 Z_ 4}7

x?
4
onde

D = {(z,y) | 2* +y* <36/13,2 > 0,y > 0},

como tem a restricao ao primeiro octante.

Logo, podemos calcular o volume:

_L_L 1
/// 1- dxdydz—/// ! 1dzdxdy:/ 1——3(11: + %) dz dy.
+y D 36

Em D, podemos passar em coordenadas polares x = pcos(6),y = psin(d); D = {(0,p) | 0 <0 <
/2,0 <p < %3173} Logo:
( 4

/ Dl—gg(a: +y dxdy—/ /
—27r< >
4-36 36

pdpdf

Questao 3: (2.5 pontos)

Calcule a integral de linha de fungao escalar:

/ ly| ds,
C

ao longo da curva plana C' com parametrizacao dada por:

v(0) = (¢’ cos(6), e’ sen()), 6 € [0, 3n].

Solucgao:

O vetor velocidade 7' é dado por
() = (69(005(9) —sen (), €’ (sen (8) + 005(0))) :

Logo calculamos a sua norma:

N

[RAGIES ( %(cos(8) — sen (6))* + e*(sen (0) + cos(&))2> = 2¢0 .
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Por definicdo da integral de linha de fungao escalar, temos

[ lwlds = [ lsen @)]1(6))1do
—\/_/ e?sen () df — \/_/ e sen()d@—i—\/_ "2 Psen (0) db .

Para calcular uma primitiva de F(©) = [© ¢*’sen () df, integramos duas vezes por partes
© Loogy 1 o0 L e L a9
F(O) :/ sen () d(§e )= g€ sen (0) — 7/ cos(0) d(§e )
1 1 1
= —¢*%sen (O) e?® cos(0) — ZF(@) ,

o que nés da F(0) = 2¢®sen (©) — 1e2© cos(O).

Portanto, concluimos que

[ s = v2 (F<9> '

0

2

+ F(6)

™

3

- F()

) = ? <1+2627r —|—264”—|—e6”) .

2

Questao 4: (2.5 pontos)
Calcule a seguinte integral de linha de campo vetorial:

3(y—1) —5(y+1) —3(x—1) 5(z+1)
I ((x T (12 @+ 12+ + 1>2>d9”+ ((x S (12 12+ (vt 1>2>dy

ao longo da curva C' = C U (s, uniao das curvas definidas por:

e (), a curva 22 + y? = 1 percorrida no sentido horério,

e (5, aacurva 2 +y? = 9 percorrida no sentido anti-horério.

Solucao:

A gente vai dividir a integral em quatro integrais distintos:

L. fCl -1 2 dx—i— (- 1)3(i(y1 12 2dy,

9 f01 3655(1/%;rl dr + (w+1)(;j(z)+1)2dy’

3. Joy o 2dT + T dy,

4 Jo, x+15(y+y1+1 dx +- (z+1)(mj(z)+1)2dy'
Seja

- -7,
(x— 12+ (y— 1)? (-1t (12"’
podemos observar que esse campo é 3 vezes o trasladado do campo

ﬁ(as,y):—?)- _(y_l) T—3. (l’—l) -

1.2 + y2 ZL’2 + y2

-
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no ponto (1,1). Por isso:

oF OF _,
Ox oy
O mesmo raciocinio vale pelo campo
- — 1 1
G(z,y) =5 wtl) _ yyp. @t y

12+ (y+ 12 @+12+ (12

Observamos que a curva C; delimita um dominio D; que nao contem singularidades nem de F,
nem de G. Por isso podemos aplicar o Teorema de Green:

PR VLD A )

V(=12 +(y - 1) (z = 1)+ (y -

1)2dy: /Dldedy: 0,

/01 (:E+1)2+(y_|_1)2dx+ (m+1)2+(y+1)2dy—/Dldedy_0,

Temos agora que calcular:

/ 3(y—1) J —3(x —1)
o (

F ) e | R Vs

Como a curva C? delimita um dominio Dy que contem uma singularidade em (1,1) temos que
trabalhar um pouco para aplicar Green. Observamos que podemos aplicar Green no dominio
Dz,F ={(x,y) | 22 +y* <9,(x—1)*+(y—1)? > 1}, cuja borda orientada positivamente é a unido
de C, percorrida em sentido anti-horario com curva auxiliaria Cy dada por (z —1)>4 (y—1)> =1
percorrida no sentido horario. Podemos aplicar Green:

| Far+ [ Far= [ odeay=o,
Ca Ca Dy,
logo
Fdi = / Fdr,
Co C;
onde Cy é a curva (z — 1)® + (y — 1)2 = 1 percorrida no sentido anti-horario, que podemos
parametrizar por
o(f) = (1+cos(d),1+sin(h)), 6 € 0,2n].
Por isso: )
Far= [ Far=—3 / sin(6)? + cos(8)? df = —6r.
Co CQ_ 0
Seguindo o mesmo raciocinio, usando o dominio Dy ¢ = {(z,y) | 2*+y* <9, (x+1)*+(y+1)* >
1}, e aplicando Green obtemos que:

Gdr = 10m,
Ca
e que:
3(y—1) —5(y+1) —3(x —1) 5(x +1)
/C ((m — 12+ (y—1)? " (x+1)+(y+ 1)2>d$+ <(l’ =12+ (y— 1) " (x+1)2+(y+ 1)2>dy
= 10m — 67 = 4.
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