Célculo Diferencial e Integral III - MAC238

H Curso unificado - Esc. Politécnica / Esc. de Quimica
Gabarito da primeira prova - 24/04/2012

Questao 1 (2.5 pontos)
Seja D o dominio do IR? dado por [(x, y) tais que x* + xy + y? < 1}. Calcule

ff ex2+xy+y2 dxdy
D

Sugestao: Faca x = ucosa —vsena, y = usena + vcosa e escolha a constante « de
forma que o termo misto uv desaparega do integrando.

Solucao:

Fazendo a substitui¢do recomendada tem-se que o integrando x? + xy + > composto
com a mudanca de coordenadas indicada se torna u? + v + (1> — v*)sena cosa +
uv(cos? a —sen? ). Se eliminarmos o termo em v esta expressio assumird uma forma
adequada para mudanga de coordenadas eliptica. Se escolhermos o = 7t/4 teremos uma

2
mudanca de coordenadas @(u,v) = (x(u,v), y(1,v)) = T(M -0,U+0).

Esta € uma mudanca de coordenadas linear cuja matriz jacobiana é

V2o 2
2 2
V22
2 2

e cujo determinante jacobiano tem mddulo 1. Aplicando esta mudanga de coordenadas

temos que
2 2 32412
f f VY dxdy = f f e2” 2" dudv,
D 14

sendo V = [(u, v) € IR? tais que 3u? + v* < 2]. Uma mundancga de coordenadas elipti-

6
cas da forma u = ?r cosfev= \/51’ sen B, comr € [0,1] e O € [0,27) é adequada

2
para o célculo da integral dupla. O jacobiano desta mudancga é Tr. Aplicando esta

nova mudanca de coordenadas temos que

, , 3 1 2 3 271 1 2 3
ff X HY+y d.X'dy — ff ezu2+; 2 dudo = if f ei’zrdr — n\/_(e - 1)

Questao 2 (2.5 pontos)

Calcule f f f 2% dxdydz, onde
W

W= [(x,y,z)61R3taisquex2+y2+zz21, x2+y2+(z—2)2<4ez>\/x2+y2].
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Solucao:

O dominio pedido est no interior da esfera de raio 2, fora da esfera de raio 1 e acima da
folha do cone. A mudanca de coordenadas esférica parece ser adequada e esta € dada
por W(p,0,p) = (pcosBOseng, psendsenq, pcos@). A esfera de raio 2 quando
expressa em coordenadas esféricas € dada por p = 4cos ¢. A folha superior do cone
expressa em coordenadas esféricas se reduz a ¢ = m/4.

Os limites de integracdo utilizando coordenadas esféricas sdao dados por 6 € [0,27),
@ € [0, /4] e p € [1,4 cos ¢]. Temos, entdo, que

21 1i/4 cos @
fff 22 dxdydz = f f fA p*cos? psenpdpdpdl =
w o Yo Y1

1 27T T0/4
gf f 4° cos” psen ¢ — cos® psen p dp dO =
o Yo
o (A 2 1 i
?71 f 4° cos” psen @ — cos> psenpdp = ?71 (—27 cos® ¢ + 3 cos® (p)
0

0
2

mild 128—8+£—1 =48n—2—n+\/§n=718n+\/§n
5 123 15730 15 © 30

Questao 3 (2.5 pontos)

Calcule f fds onde C € a parte da curva dada por 4x? + 9y? = 36 contida no primeiro

c
quadrante, sendo f(x,y) = xy.

Solucao:

A curva pedida € a por¢o da elipse 4x* + 9y*> = 36 restrita ao primeiro quadrante.
Uma parametrizagdo para esta curva é dada por 0(6) = (3cos6,2sen ), com 0 €

[0, 7/2]. Segue que o’(8) = (-3sen6,2cosB) e |0'(0) = VIsen? 6 +4cos2 6 =
V4 + 5sen? 6.

Calculando a integral de linha de fun¢do escalar temos

71/2
ffds:f 6sendcosOV4 +5sen? 0 =
c 0

2 32 /2
5 (4 + 5sen? 6)

Questao 4 (2.5 pontos)
Seja v uma curva simples, C! por partes, contida no conjunto aberto

U= {(x,y) € R? taisque x > 0, y > O},
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com excec¢do do ponto inicial A = (1,0) e do ponto final B = (2,0). Supondo que a area
limitada pela curva y e pelo eixo cartesiano x € dada por 7, calcule

f [(6y + 4)(x* + y?) — yldx + xdy
y x% + 12

Solucio:

Yy
X2 + 2" x% + 1?2

Seja F(x,y) = (6y +4 - ) Vemos que a integral pedida corresponde a

integral f F.dr.
Y

Como a expressao da curva ndo é dada, ndo € possivel realizar o cilculo direto da integral
de linha. Seja C a curva orientada correspondente ao segmento de reta que liga os pontos
A e B. Entdo y~ U C delimita uma regido do IR? em que o campo vetorial F estd bem
definido e é de classe C'. Seja D esta regido. Observemos que a curva ¥~ U C esta
orientada positivamente para aplicacdo do Teorema de Green em D. Aplicando-o temos

que
JdF, OJF
—fF.dr+ f Fdr = ff —2 — Lixdy.
y c p dx dy
. . . JdF, JF,
Derivando obtemos, ap6s alguns cédlculos, que o &—y = —6. Segue que f F.dr =
Y

6A(D) + f F.dr, sendo A(D) a area de D, que é igual a 71, segundo o enunciado da
C
questdo. A curva C pode ser parametrizada por o(t) = (t + 1,0), t € [0, 1] e, portanto
1
o’(t) = (1,0). Obtemos que f F.dr = f 4dt = 4.
o 0

Finalmente, obtém-se que f F.dr =61+ 4.
Y
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