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Questao 1: (2.5 pontos)

Considere a seguinte integral dupla

f(z,y) dedy,

asenb pv/a?—y?
=
0 y

cotgb

T
onde a e b sao constantes satisfazendoa >0e 0 < b < 5

(a) (1.0 ponto) Reescreva a integral com a ordem de integragao invertida

Solucao:
Seja D a regiao de integracao. Note que

Assim, a integral acima pode ser reescrita como

acosb prtanb a Va2—x?
Iz/o /0 f(z,y) dyder/ b/o f(z,y) dydz.

D:{(x,y)€R2 taisque 0<y<asenb e ycotgh< < a2—x2}

é a regido do primeiro quadrante que esta dentro do disco {z? + y? < a?} e abaixo da reta
x = cotgh. Como a reta x = cotgb intercepta a circunferéncia x? + y? = a? nos pontos
+(a cos b, asen b), podemos descrever D como o conjunto dos pontos (z,y) € R? satisfazendo

D:{OgatgacosbeOéyéxtanb}u{acosbgwéaeOéyS\/az—xQ}.

(b) (1.5 ponto) Calcule a integral acima, considerando f(x,y) = x? — y*.

Solucao:
Escrevendo D em coordenadas polares obtém-se

D:{(T,0)€R2 taisque 0<r<a e Ogﬁgb}.

Mas zt — y* = (2% + y?)(2? — y?) = r(cos® 0 — sen? §) = r* cos(20) e entdo

b ra 6 2
I= / / r° cos(26)drdd = M,
0o Jo 12

Questao 2: (2.5 pontos)

Calcule a integral tripla

]:/// V22 4+ y? + 22 dedydz,
w

onde W é o sélido contido no primeiro octante entre as esferas 22 + 9>+ 22 =4ea? +y>2+22=9e¢

acima do cone 322 = 22 + y2.

Solucgao:

Utilizaremos coordenadas esféricas, isto é, a mudanga de coordenadas dada por W(p,0,¢) =
(pcosB@sen p, psenfsen p, pcosy). A expressao para o cone em coordenadas esféricas é dada
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por 3p%cos?p = p?sen? p. Considerando p # 0 obtemos que tany = £+1/3 e, entdo, a folha

superior do cone é dada por ¢ = —. Como a regiao esta contida no primeiro quadrante, temos

que 0 € [0, ﬂ Como a regiao estd acima do cone, temos que ¢ € {0, 7?:]’ independente de 6.

Finalmente, como a regiao esté entre as duas esferas, temos que p € (2, 3], independente de 6 e
. Além disso, a funcao a integrar, expressa em coordenadas esféricas, é dada por p. Entao,

2 (5 [3 65
12/2/3/ pgsengodpdgodﬁz—ﬁ.
o Jo J2 16

Obs: O célculo usando coordenadas cilindricas envolve a divisao do volume em duas regioes,
uma limitada pelas duas esferas (com r variando entre zero e o r que corresponde a intersegao
da esfera menor com o cone) e a outra limitada pelo cone e pela esfera maior (com o r variando
entre os valores correspondentes a intersegdo do cone com cada uma das esferas).

Questao 3: (2.5 pontos)
Calcule o trabalho realizado pela for¢a F'(x,y) para deslocar uma particula do ponto A(0,0) até o
ponto B(1,1) ao longo da curva definida por y = z°, onde

F(a,y) = ((y+22%) ™ 4 wcos(@®), (@ +ay)e” ¥ +y') (2)

Solucgao:

Vemos que o campo F estd definido em todo o R? e ¢ de classe C°. Além disso, temos que

%];2 _ %}; — ety ((1 +y + 227 + 227y) — (1 +22% +y + 29523/))) = 0.

Portanto, o campo F' é conservativo (tem fungdo potencial) e as integrais de linha ndo dependem
do caminho. O célculo da fung¢ao potencial ndo parece ser imediato (ver obs. ao final), mas
como o ponto inicial é (0,0) e o ponto final é (1, 1) podemos considerar uma trajetéria horizontal
de (0,0) a (1,0) e, a seguir, vertical de (1,0) a (1,1). As parametrizagoes para estes segmentos
de reta sdo, respectivamente, o1 (t) = (,0) e o9(t) = (1,t), ambas com ¢ € [0.1]. Entao,

2 5" Bsenl4 10e2 +2
sen(t?) Lttty B dsen + 10e” + '
5, 10

1 1
W:/ F.dr:/ tcos(t2)dt—|—/ (14-t)e* 4t dt =
C 0 0

Obs: O célculo (mais trabalhoso) da fungao potencial nos levaria a obter f(z,y) = Tye” TV 4

5sen 1+ 10e? + 2
sen(z?)/2+1y°/5 e, entdo, W = f(1,1)— f(0.0) = >en —EO e
de linha da curva dada por y = 2°, leva a integrais bastante trabalhosas.

. O célculo direto da integral

Questao 4: (2.5 pontos)
Seja F': R*\ (0,0) — R? dada por

F(l’, y) (Syv _31‘) + (yexv ez>‘ (3)

:x2+y2
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Calcule ¢, F.dr, sendo 7 uma curva parametrizada por o : [0,1] — R? dada por

o(t) = ((T+t(1 —t)) cos(2nt), 13sen(27t)) (4)

Solucgao:

Temos que

OF. F, 222 2y
: oL 3 B I I R Fet— et =0
Jr Oy  x?+y? x? + y? z? + y?

A curva v é uma curva fechada, pois 0(0) = (1) e contém a origem em seu interior. Além
disso, (lembrando que ¢ € [0,1]), temos que 22(t) + y*(¢) = (7 + (1 — t))* cos?(t) + 169 sen?(t) >
49 cos®t 4+ 169sen?t > 49 e, portanto, a curva I' ndo intercepta nenhuma circunferéncia de raio
menor que 7 e centro na origem. Observamos, também, que a orientacao de I' é anti-horéaria.

Iremos aplicar o Teorema de Green na regiao limitada externamente por I' e internamente por
uma circunferéncia de centro na origem e raio ry, com rq € (0,7), orientada no sentido anti-
horario. Denotaremos C' esta circunferéncia. Observemos que o campo pode ser naturalmente

(—y,l’) € H(fL’,y) = (yex’em).

escrito como F(z,y) = G(z,y) + H(z,y), sendo G(z,y) = — e
z? 4y
oG oG 0H 0OH
Pelos calculos realizados temos que estes satisfazem 2 L = 2 L—o. Entao,
ox dy Ox dy

H(z,y) é conservativo definido em todo o R? e, como I" é fechada, temos que f H.dr = 0. Entao,
r

podemos concluir que j{ F.dr = j{ G.dr + ]{ H.dr = j{ G.dr. Aplicando o Teorema de Green
r r r r

temos que j{ F.dr = f G.dr = 7{ G.dr sendo C' como descrito anteriormente.
r r c

Uma parametrizagao para C' é dada por y(t) = (rgcost,rosent), com t € [0,27). Dai, v/(t) =
3

(—rosent,rocost) e G(y(t)) = —(sent, — cost). Concluimos que G(y(t)).0'(t) = —3 e 7{ G.dr =
To C

—67m. Portanto, f F.dr = —6m.
r

Obs: No caso em que nao se dividisse o campo F'(x,y) em dois como no gabarito, o cdlculo da
integral na circunferéncia C' do termo correspondente a % H .dr apresentaria dificuldades. Neste

momento poderia ser aplicado o teorema de Green apenas para esta integral e obter que é nula,
pois H(z,y) é conservativo em R?.

Obs: Todas as curvas e regioes auxiliares utilizadas na resolucao das questoes deverao ser claramente
identificadas, incluindo as orientagoes adotadas.
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