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Calculo Diferencial e Integral ITI
22 Prova. -16/11/2023

Questao 1: (2.5 pontos)
Considere a regiao @ C R? definida da seguinte forma:

Q={(z,y,2) eER® | 2 +9? + 22 <4, 2>2> +3% 2 +9* < 1}

(a) [0.5] Esboce a regiao Q.

(b) [2.0] Calcule a area da superficie que é fronteira de Q.

Solugao: Note primeiramente que z > x2+? implica que estamos na regiao z > 0.
Além disso, fazendo a intersecao entre a esfera x2 4+ y? + 22 = 4 e o paraboloide z =
22 +1?%, encontramos que 22+ z —4 = 0, cuja solucio positiva é z = @ > % = %,
portanto temos que z* + y* = z > 3/2 na intersegao. Assim, a regiao compreendida
entre a parte superior da esfera 2% + y? + 22 = 4 e o paraboldide z = 2% + y? contém
inteiramente a porcao do cilindro 22 +y?> = 1 com 1 < z < \/5, onde z =1¢éo
plano onde acontece a intersecao entre o paraboléide e o cilindro, e z = /3 é o plano
onde acontece a intersecao entre a parte superior da esfera e o cilindro. Assim, se
D = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1} é a projegao do interior do cilindro no plano zy,
entao a superficie S em questao pode entao ser escrita como S = .57 U Sy U S3, onde

Si={(z,y,2) ER’: 2 = \/4— 22 — 2, (2,y) € D}, (1)
Sy ={(z,y,2) eR®: 22 + > = 1,1 < 2 < V3}, (2)
Sy ={(z,y,2) € R’ : 2 = 2* + y°, (z,y) € D}, (3)

e temos que

A(S) = A(S1) + A(S2) + A(Ss), (4)

onde A(S) denota a drea da superficie S. Observe que, como S; é um cilindro de raio
1 e altura /3 — 1, temos

A(Sy) = (V3 —1). (5)

Resta calcular as areas de S7 e S3. Para isso, notamos que S é o grafico da fungao
flx,y) = /4 — 22— 12, (2,y) € D, e que Sz é o grifico da funcao g(z,y) = 22 + ¢,

(xz,y) € D. Logo,
A(S) = //D \/(%)2 - (g—]yt): 1 dA,

= () (5) oo

_ //D VA +y2) + 1 dA. (7)
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Agora notamos que em coordenadas polares x = rcosf e y = rsinf o disco D é
descrito por

Portanto, usando coordenadas polares e a equag

{(r,0) :0< 0 <2m,0<r<1}.
¢ao (6) vem
1

A(Sy) =2 / / e drdt
= —2/0 (4 — r2)1/2 r:;de
= 2/0%(2 —V/3)do
= 47(2 — V/3). (8)

Por outro lado, usando coordenadas polares e a equagao (7), temos:

2 1
A(Ss) = / / VAar? 4+ 1rdrdf
o Jo

1 [ Ay? 3/2 Tilde
S 1

o ) W DT

1

=/, (5%5 —1)do

= 6(5\/3 —1). (9)
Finalmente, usando as equagoes (4), (8), (5) e (9) temos
A(S) = 7(vV3 = 1) +4r(2 — V3) + g(WS ).

Questao 2: (2.5 pontos)
Determine a integral de superficie vetorial

o campo vetorial é ﬁ(x,y, z) = (z,y, 2) e a superficie S é o hemisfério superior da
esfera 22 +3?+ 22 = 9, localizada dentro cilindro 2?+y? = 3z e orientada com normal
apontando para fora da esfera.

Solucao: Vide o pdf em anexo

Questao 3: (2.5 pontos)
Calcule a integral de linha [, F - dF, onde

S 1
F(x,y,z):(2+z2,:c3+ln<l

n 4) , 2z + arctan(z® 4 1))
)

e C ¢é a intersecao do cilindro 22+ 22 = 1 com o plano z+ 2y = 4 orientada no sentido
anti-horario quando vista de cima.
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Solugao: Podemos aplicar o Teorema de Stokes utilizando S, o pedaco do plano
z 4+ 2y = 4 dentro do cilindro orientado com normal apontando para cima. Note que

rot(F) = (0,0, 32?)
A parametrizacao de S é

r=ny=yzr=4-2y D={(xy) eR* 2" +y" <1}

/ﬁ-df://(o,o,:aﬁ)-d§=//(0,0,3x2)-(0,2,1)dxdy
C S D
27 1 37T
:// 3x2dxdy:/ / 37’386n2(8)drd6’:Z.
D 0 0

Questao 4: (2.5 pontos)
Calcule o fluxo do campo vetorial F'(z,y,z) = (23,43, zy) através da superficie S =
{(z,y,2) : 2 + y* + (22)> = 1,2 > 0} orientada com normal apontando para cima.

Entao

Solugao: Aplicaremos o teorema de Gauss em relagao com o sélido M = {(x,y, 2) :
2?2 +y*+(22)2 < 1,2 > 0}. Entdao, M = SU P, com P = {(z,y,0) : 2* +y* < 1}
orientado para abaixo, e

/// didea:dydz:/F-dA+/F-dA
M S P

Usando (z,y) = r(cosd,sinf),

171:27y2

/// divFdxdydz = 3// z? +y2/ ’ dz
M z24+y2<1 0

2r 1 Vs 1
= 3/ / 7“3/ dzdrdf = 37T/ r3V1 — r2dr.
o Jo 0 0

. . - 3 C .
Depois, usando integracao por partes, &%1\/1 —1r2" = ry/1—1r2 e a substituicao

u=r?

1
/// divFdzxdydz = - -+ = 37?/ r2rv/1 — r2dr
M
—1 0 5|! b1 3
= 37r7“2?\/1 — 72 —37?/ 27"?\/1 —r2dr
0 0

2

1
—2
:O—|—7r/ \/1—u3du:T7r\/1—u5(1):E.
0

Boa proval
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Basta determinar [ F'-dA. Fixando a parametrizacao (r,a) — (rcosa,rsina, 0) de
P

i j k
N =det | cosa  sina 0| =(0,0,r).
—rsina rcosa 0

Dai, como a parametrizacao induz a orientacao oposta,
/ F-dA=—- //((0,0,1"2 sina cos ), (0,0, 7)) drda
P
1 2w
= — // 3 sin a cos adadr = —/ r3dr/ sin e cos adar = 0.
0 0
Entao, [, F - dA = 3.

Versao da integral do volume. Ou, por substituicao trigonometrica r = sin a seguida
por u = cos «

1 w/2
37r/ r3V1 — r2dr = 37r/ sin® av/1 — sin? a cos ada
0 0

w/2
= 37r/ sin a(1 — cos?(a)) cos® ada
0

! 1 1
= 37T/ (1 —uH)udu =37 | —u® — —u®
; 3 75




