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Célculo Diferencial e Integral I11
Prova Final. -30/11/2023

Questao 1: (2.5 pontos)
2 4
Considere a integral iterada Z := / / yexzdxdy.
0 Jy?

(a) (0.5 ponto) Determine a regido D do tipo II no plano zy tal que a integral Z é
expressa como uma integral dupla sobre D. Faca um esbogo da regiao D.

(b) (0.5 ponto) Escreva D como uma regiao do tipo I e com isso expresse a integral
7 com a ordem de integracao trocada.

(c) (1.0 ponto) Calcule a integral Z usando a nova ordem de integracao do item (b).
Solucgao:

(a) A partir da ordem e dos limites de integragdo da integral iterada Z, temos que
a regiao do tipo Il dada por

D:={(r,y) eR*:0<y <2, ¢ <x<4}

7= // ye””2dA.
D

Figura 1: Esboco da regiao D

é tal que

(b) A partir da descri¢ao da regiao D dada no item (a), podemos ver D como uma
regiao do tipo I da seguinte forma:

D={(r,y) eR*:0<x<4, 0<y< V)

2 4 \/E 2
7= // ye dA :/ / ye* dydzx.
D 0o Jo

Assim,
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(c¢) Usando (b), temos:

= / / ye’ dydx
/ { QTI VT ,

= = e’ dx
0 2 y:O

Questao 2: (2.5 pontos)

Calcule o volume do sélido localizado entre o plano z = 0 e o paraboldide eliptico

1'2 2

2= + ?1J_6 e dentro do cilindro 42% + y? = 4.

Solugao. Faremos uma mudanca de variaveis tal que 2 = r?cos®6 e (y/2)* =

r?sin? 0. Ou seja, (7,7,2) = (rcosf,2rcosf, 2) e

0{z,y, 2} cosf) —rsinf 0
det ﬁ =det | 2sin@ 2rcosf 0| = 2r.
{73 ) Z} 0 0 1

Como nas coordenadas novas, o sélido é definido por

Q = {(rcosf,2rcosb,z) :re0,1],0 € [0,27],0 < 2z <

Dai,

2r dzdfdr

I
*'>|>*c\c\

1 2T
vol(S /
0

2w T3

0o 2

o\

1
dfdr = 7r/ r3dr
0

Questao 3: (2.5 pontos)

Calcule a integral / F -dr, onde F' é o campo
c

F = (2zy cos(z?) + ze”,sen(2?) +

N
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e C é a intersecdo da semi-esfera 22 +y? + 22 = 4, z > 0 com o cilindro 2% + y* = 2z
contida na regiao y > x e percorrida no sentido do decrescimento do .

Resolucgao 1:

F =V®, onde ® = ysen(z?) + ze* + In(y* + 1).

Ponto inicial: A(1,1,+/2), ponto final: B(0,0,2).

/F'dr = P(B) —P(A) =2 — (senl+v2e+1n2)~ —3,38.
c
Resolugao 2:

F é um campo sem singularidades. Além disso,
rot(F) = (0,(F3) — 0:(F2), 0:(F1) — 0x(F3), 0:(F2) — 0, (F1))
= (0, e” — €%, 2z cos £? — 2x cos x2) = (0,0,0)

Dai, F' é conservativo e fc F' - ds somente depende do ponto inicial P e final (). Para
determinar estes pontos, basta fazer a intersecao do plano x = y com a esfero e o
cilindro: Como 22 + 2?2 =2z <= z(x—1)=0, 2 =y =0o0ouxz =y = 1. Dal,
P=1(0,0,2)eQ=(1,1,V2).
Para construir uma curva de P a (), define

v [V2,2] = R3¢ (0,0, 1)

V2 - [07 1] - R?)?t = (07t7 \/5)

V3 - [07 1] - R37t = (tv L, \/5)
e calcule, usando duas vezes a substituicao s = t2, ds = 2tdt

2 2
/ (F oy,y)dt = / Ldt =2 -2 =1,

V2

1
/ <F © 72, 72 dt / 7 t2+17 <07 ]-7 0)71>d
0 0

1

/ —ds—ln2—ln1—ln2:: I

/ (2t cost? + V/2e! sint? + 1,¢€t), (1,0,0)7,)dt
/2tcost2dt+/ V2etdt

0

1
/ <F073,’)/3
0

CJ

/cosds—l—\/_e—l)—sml—i—\/_(e—l) 2 1.

[en]
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Dai, ajustando a orientacao, fc Fods=—-L+1L+I;=-2+In2+sinl —v2e.

Questao 4: (2.5 pontos)
Calcule o fluxo do campo vetorial

Y x
F(z,y,z) = (— 2z
, » . T A Vo
através da superficie S definida como o elipséide T + 5 + il 1 com normal

apontando para fora.

Solugao. Observe que o campo tem uma singularidade em (0,0, 0), entdo nao po-
demos aplicar o Teorema de Gauss no interior do elipséide %2 + %5 + % = 1. Iremos
usar a esfera ¥, 2% 4+ y? + 22 = 1, para isolar a singularidade e aplicar o Teorema de
Gauss na regiao

2 2
Q={(z,y.2) eR* | = *%*z“ Py 2> 1)

Sua fronteira é S U Y, com a normal em X apontando para dentro da esfera. O
divergente do campo é
2xy —2xy

div(F) = 2=2.
A e R e

// F-dS = /// 2 dx dy dz = 2(vol(elipséide) — vol(esfera))
E{6)Y Q

4 4 881
=2(27(2-3-2) — =m) = —1,
(Gr(23-2) —3m) =

Dai,

Isolando a integral sobre S, obtemos

J[Feas == [[ Feas

Devemos, finalmente, calcular a o fluxo de F' para dentro da esfera. Usando a normal
unitaria n = (—x, —y, —2) na esfera, temos

/ /E (F - n)dS = / / 22248 = — / / cos())? sen(ip) dip df

(cosg(gp)) =

= A

)
»=0 3

onde usamos as coordenadas esféricas x = sen(p)cos(f),y = sen(p)sen(d),z =

cos(p). Dal,
881 8w
Fods =21 (-1 —30n
/] (-2 =3




