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TEMPO DE PROVA: 2h

Justifique todas as suas respostas e apresente seus calculos.

I= /01/0\/3f(a:,y)dydac—l—/12 /\/ﬁf(x,y)dydx.

(a) Expresse a soma das integrais como uma unica integral dupla invertendo a ordem de integracao.
1

14+y(3—y?)

Questao 1: (2.5 pontos)
Considere a soma

(b) Calcule I com a fungao f(x,y) =

Solucgao:

(a) Escrevemos I = I + I3, onde I; e I, correspondem & primeira e a segunda integral do lado
direito, respectivamente.
A primeira integral corresponde a regiao D; limitada pelas curvas t =0, x =1,y =0 e
y = /%. Esta tltima é equivalente a z = 2y* com y > 0.

A segunda integral, I, corresponde a regiao Dy do plano limitada pelas curvas x = 1, x = 2,
y=+Vvr—1ley= \/g As duas tltimas, correspondem as curvas x = 1 + 3% e z = 2¢?
com y > 0, respectivamente. Note que Dy e Dy tem acurvaz =1 com 0 <y < \/g em
comum.

Juntando as duas regioes Dy e Dy obtemos a regiao D = Dy U D5 do plano limitada pelas
curvasy =0,y =1, 2 = 2y2 e x = 1 = y2. Isto &,

D={(z,y) eR*:0<y<1,2” <z <1+y*}.

1 plty?
0 J2y?

Assim,
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1
b) F JY) = —————= lcul
(b) Fazemos f(z,vy) ST E— e calculamos

2

y
1—// N —/—d
1+y3 2 YT Ty =)

Fazendo a substituicao u = 1 + y(3 — 3?), obtemos du = 3(1 — y?)dy. Logo,

p [
L ou 3

Questao 2: (2.5 pontos)

Seja D C R? o dominio limitado pelos paraboloides definidos por z = 4—a?—4y% e 2 = 4— 422 —16y>

e a superficie 2% + 4y? = 4. Calcule
/// e(z2+4y2)2dxdydz.
D

Solucgao:
Seja (z,y,z) = (rcosb, (rsind)/2,z) =: F(r,0,z). O Jacobiano de F' é
cosf  (sinf)/2 0
det D(F) =det | —rsinf (rcosf)/2 0] =r/2.
0 0 1

O dominio em (r,0, z) é limitado por z = 4 — 12, 2 = 4 — 4r? e r? = 4. Ou seja, o dominio E de
integracao é

E:{<T7672):0§6§27T,O§7“§2’4—4fr2§Z§4_T2}'

Pela formula da mudanca de varidveis,

2w
/// P drdydz = / / / reT4dzd9d7’.
4—4r2

Pela substituicao t = r#, dt = 4r3du, obtém-se

2
/ / / re’"4dzd9dr = 7T/ 3r3e™ dr
4—4r2 0

_3 16t _3 16
—Z__Lﬂ-\/o €dt—1ﬂ'(€ —1)
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Questao 3: (2.5 pontos)
Seja S a superficie em R? tal que y? + 22 =2e¢ -1 <z <1le

F(z,y,2) = (xzyz +1, yzz(l — ),z — z2y).

Determine f f ¢ I+ dA em relagao com o vetor normal apontando a diregao do eixo .

Solucgao:

Seja W := {(z,y,2) : =1 < z < 1,4 + 2> < 2}. Entao, OW consiste em 3 partes: 9,
Ty ={(,z,y): 2> +y* <2} e Ty :={(—1,z,y) : 2* + y? < 2}. Além disso,

divE = 2zyz + 2yz — 2z0yz + 1 — 22y = 1.

Dai, pelo teorema de Gauss,

vol(W):///VvdideV://SF-ndS+//TF-ndS+//T F-ndsS,

onde as superficies sao orientadas para fora. Em relacao a orientacao de S dada na questao,

//SF.ndS://TF.nds+//_ F.ndS—vol(W)://TF.ndS+//_ FondS — dr.

Para determinar fle F-ndS + ffT,l F-ndS:

//T F-ndSZ//T <F,(i1,o,0)>dszi//(yzﬂ)dg

Ou seja, [[,, F-ndS+ [[; F-ndS=0.Dai, [[{F-ndS=—4n.

E explicitamente, para Ti: Seja o(r,0) = (1,7 cosf,rsinf) para r € [0,v/2] e 6 € [0,2x].
Entao,
i K
Orp X Ogp=det [0 cosf  sinf | =(r,0,0).

0 —rsinf rcosf

Em particular, 0, x Oy é orientada para fora, em relagao com W. Dali,

\/5 27
// F-ndS:/ / ((r*cos@sin® +1,---)(r,0,0))d0dr
T o Jo

V2 27
= / / (% cos Osin 0 4 r)dOdr
o Jo

1 V2 2 2
= —/ T3d7‘/ sin 20d6 + 27r7a—|\/5 = 27.
2 /o 0 210
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Para T_;: Seja o(r,0) = (—1,7cosf,rsin ) para r € [0,/2] e § € [0,27]. Entao,
i K
Orp X Ogp=det [0 cosf  sinf | =(r,0,0).

0 —rsinf rcosf

Em particular, 0, X Oy é orientada para dentro, em relacao com W. Dali,

\/5 27
—// F-ndS:/ / {(r*cos@sin® +1,---)(r,0,0))dOdr
T, o Jo

\/5 27
= / / (r* cos @ sin 6 + r)dOdr
o Jo

1 V2 2T 2
= —/ 7“3d7“/ sin 20d6 + QWT—‘\/E = 27.
2 Jo 0 210

Questao 4: (2.5 pontos)
Seja I' dado por 7(t) := (cosf,sind, e?), com 6 € [0,27], e

Fo_ x Yy 1
T\ @ )
(a) Determine as singularidades de F.

(b) Determine rotF.
(c) Determine [, F - ds.

Solucao:

(a) F nao ¢ definido se 22 +y?> = 0 ou z = 0. Como z? + 3*> = 0 se e somente z = y = 0,
obtém-se que {(z,y,2) : x =y =0 ou z = 0} sdo as singularidades de F.

(b) Por calculo direto, para (x,y, z) ndo pertencente ao conjunto das singularidades,

i J k
rotF' = det (?Er %y 812
\/x2+y23 \/w2+y23 22

’732:10 ’732y

= (0,0,y

) =1(0,0,0)

— T

(c) Primeiro, tem-se que analisar a curva I': Pela parametrizagdo, I' é um subconjunto do
cilindro 22 + 3> = 4, e a coordenada z de « pertence ao interval [1,e*"]. Além disso,
v(0) = (1,0,1) e v(27) = (1,0, ™).
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Para aplicar o teorema de Stokes: Seja S a superficie limitada por I', z = 1 e a reta vertical
x = 1,y = 0, orientado em direcao do eixo z. Entao, dS é a uniao de I' e das curvas
parametrizadas por o(t) = (1,0,1), t € [1,exp(27)] e 7(0) = (cosb,sind, 1), 6 € [0, 27].

Para aplicar o teorema de Stokes, precisamos de analisar as orientacoes das curvas: o e 7
tem orientacao negativa. Dai, por Stokes,

27

e 2w
/F-ds://rotF-ndS—i-/ (Foa,0’>dt+/ (For,7")df
r S 1 0

27

://O-nd5+/ t2dt
S 1

2
+/ ((cosf,sinf, 1), (—sinb,cos0,0))dd
0

27

€ 27
= / t2dt=—t7] =1—e"
1
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