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Calculo Diferencial e Integral III 2024.1 - MAC238
Gabarito segunda prova unificada - Escola Politécnica / Escola de Quimica -25/06,/2024

TEMPO DE PROVA: 2h

Justifique todas as suas respostas e apresente seus calculos.

Questao 1: (2.5 pontos)

Calcule a 4rea da superficie dada pela equacio z = 1 — y? com 0 < y < 1, que estd entre os planos
z=0ez=y.

Solugao:

Chamamos S tal superficie. A area de S estd dada pela integral

- /[ as

Para calcular a integral, parametrizamos S por

@(ya Z) = (1 - y2ay>z)a (972) € Da

onde D ={(y,2): 0 <y <1,0 <z <y} Assim, temos que

@ aw@,)

dS Jy xa—

dydz.

Um célculo direto mostra que (y, z) = (—2y,1,0), ?)z (y,2z) = (0,0,1) e g—;j(y, z) X %(y,z) =

(1,2y,0). Logo, ‘ = /1 + 4y? e, portanto,
:/ vV 1+ 4y2dydz
D
1 Yy
:/ </ \/1+4y2dz)d
0 0
1
:/ vV 1+ 492y dy
0

1

a_y(y7z) 82 y7

= (14
53/2 1
12

Questao 2: (2.5 pontos)
2 3
1
Sejam P(z,y,2) = —« (ny + %x), Qz,y,2) = % + 53/372 e R(z,y,z) =2z, onde a € R é uma

constante.
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(a) Determine o valor de @ € R de modo que / F' - dr seja independente do caminho de integracao,
c
onde F' = Pi+ ()j + Rk.
(b) Calcule / F - dr, com o parametro a obtido na primeira parte, onde C' é uma curva com ponto

c
inicial A = (0,0,0) e ponto final B = (1,1, 1).

Solugao:
Observemos que, o campo F = Pi+ Qj+ Rk é de classe C! no aberto U = R3.
(a) Observe que,

OR  9Q 9P OR 80 OP

bl s = =~ =(1 2 .

oy 0 " oY w e el e
80 OP

Logo %—%—O, V(z,y) e U

~

(14 a)(z* +yz) =0, V(z,y) € U.

l+a=0 < o=-1.

Para n = 3, temos que
rot(F)=0 em U se a=—1.

Como U ¢ aberto e verifica a propriedade poligonal (n = 3), ( ou simplimente conexo).
Concluimos que, o campo F é conservativo em U. Pelo Teorema da condicao necessaria
e suficiente, podemos afirmar que a integral de linha / F - dr independe do caminho de
integracao em U.
y2 3 1
(b) Pela parte (a), temos F(z,y,2) = (z%y + S0y + §yx2, 2z) e pelo Teorema da existéncia

da fungao potencial, obtemos que, o campo escalar.

w(:c,y,z):/ F.-dr (1)

Xo

¢ a fungao potencial do campo F, onde X, = (0,0,0) e X € U qualquer. De (1), temos

s = [ Pro0des [TQurodrs [ Ry @)
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Observe que, P(t,0,0) = 0. Logo
/ P(t,0,0)dt = 0. (3)
0

31
Observe que, Q(z,y,0) = % + étxz. Logo

Y x3 1 v 1
t.0)dt = | =t + ~t?2%| =y + —y22> 4
[ e roar = [Feeire| =Sy g (@)

Além disso,

/OZ R(x,y,t)dt = 2*. (5)

De (1) a (5), obtemos que
@’ Loyo, o
V(r,y,2) = §y+ Zy 7+ 27, V(z,y,z) € U. (6)
De (6) e o resultado de extensao do TFC na integral de linha, obtemos

B B 19
/A F-dr:/A V- dr = 9(B) = d(4) = .

Questao 3: (2.5 pontos)

Use o teorema de Stokes para calcular /Fds, onde FF = (yz—y+ lLzz+z+ 1,zy) e C é uma

C
3T

curva parametrizada por o(t) = (tcost,tsent,t?),0 < t < -

Solugao:
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Vemos que F' é de classe C' e um cdlculo direto mostra que rotF = (0,0, 2).

Note que os pontos (z,y,2) da curva C' satisfazem z = t? = t?cos? t + t?sen’*t = 2 + y?. Ou
seja, que C' estd contida na superficie de equacao z = z2 + 2.

3
Considere, entdo, a superficie S : . = rcost,y =rsent,z =r>,0<r <t,0<t < > e a curva
y(t) = (0,t,¢%), -F <t<0.

Calculando os vetores tangentes a S temos 71 = (cost, sent,2r), 75 = (—rsent,rcost,0), e
orientamos S pelo campo vetorial n = II_%H’ onde N =71 x 15 = (—2r? cost, —2r%sent, r). Desta

forma, 0S = C' U~ e, segundo a orientacao das curvas C' e 7, S esta orientada positivamente
em relagao a orientagao de S. Pelo Teorema de Stokes, temos / Fds = / rotF'-ndS — / Fds.
c S

5
T 0 & 0 . ;
Ouseja,/ﬁd§=2/dt/rdr —/dt:/tht —/dt:§73_§7r,
C 0 0 _3777 0 _3%

Questao 4: (2.5 pontos)
Calcule o fluxo do campo vetorial

F(z,y,2) = (3zcos® z + 2xz, cos(zy) + (1 + 3y)sin® 2, 1 — 2°)
através da superficie S do sélido W definido por
W ={(z,y,2) eR*: 1 <a® +¢* + 2° <9},

com orientacao normal exterior.
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Solugao:

O fluxo do campo F' a través de S estd dado pela integral

J[ 7 onas

Veja que o campo F' é de classe C! em todos os pontos de R3 e W é uma regiao fechada e
limitada de R3. Além disso, S = W est4 orientada com vetor normal exterior, ou seja que
estd orientada positivamente em relagao a WW. Entao, podemos aplicar o teorema de Gauss para

concluir que
//F-ndS:/// div FdV. (7)
s w

Veja que div F = 3cos? z + 2z — xsen(zy) + 3sin® 2 — 22 = 3 — xsen(wy). Assim,

// /W divFav =3va(w) - [ /W v sen(zy) dV. ®)

Notando que By = W U By, onde B, = {(z,y,2) € R? : 2?2 + y* + 22 < r?} é a bola de raio r
centrada na origem, e que W intersecta B; apenas na sua fronteira, que tem volume nulo, temos
que Vol(Bs) = Vol(W) + Vol(Bi), ou seja que Vol(W) = Vol(Bs) — Vol(B;) = 3m(3* — 13) =

104w
- -

Agora precisamos calcular [ [, zsen(xy)dV. Notando que a funcdo y — zsen(xy) é uma
funcao impar, e pela simetria do dominio W, concluimos que essa integral ¢ igual a 0. Podemos
verificar este fato calculando a integral explicitamente:

Temos que fffB3 zsen(xy)dV = [[[,, xsen(zy)dV + fffBl zsen(zy)dV, ou seja que

///Wxsen(xy)dv = ///ngsen(xy)dV — ///Bl x sen(zy)dV.

Podemos escrever
Bs = {(z,y,2) €ER*: (,2) € D3, —V9 — 22 — 22 < y < V9 — 22 — 22},

onde D3 = {(x,2) € R*: 22 + 2% < 9}. Logo,

9—x2—22
/// zsen(zy)dV = // (/ xsen(xy)dy) dxrdz
B3 VO—z2—22

_ / /D (cos(ev/d — 27 = 22) — cos(~av/T— 22— 2)) drd>
=0,

onde usamos o fato que cos é uma funcao par, i.e., cos(t) = cos(—t), para qualquer t € R.

Similarmente, temos que [[[; wsen(zy)dV = 0 e, portanto, [[ [ zsen(zy)dV = 0. Conclui-

mos, de (7) e (8), que
//F-ndS:/// div £F'dV = 104r.
s w
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