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TEMPO DE PROVA: 2h00
Questao 1: (2.0 pontos)
Use o Teorema de Stokes para calcular a integral [ F dr do campo vetorial F(z,y,z) = (yz, 2z2, zy),
c
onde C' é a curva dada pela intersecdo do cilindro 22 + y?> = 16 com o plano z = 5, orientada no
sentido anti-horario quando visto de cima.

Resposta. A superficie a ser considerada é o disco limitado pelo circulo resultante da intersecao cilindro
com o plano. A normal a S é dada N = (0,0, 1), cuja norma é 1.
Assim, dS = \/2dxdy e rotF = (—x,0,2), D = {(z,y); 2% + 3> < 16}.

/Fdr://'rotF‘ndS:
C S

[ 0.2 0.0, 1wy -
D

//5dxdy.
D

Fazemos uma mudanca para coordenadas polares x = rcosf,y = rsinf,com 0 <r < 4,0 <0 < 2,

e temos
27 4
/ / 5rdrdf = 80T.
0 0

Questao 2: (2.0 pontos)
Seja S o pedaco do cone z = /22 + y? acima do plano z = 0 e embaixo do plano z = 1. Calcule

I= é/(x2 + y?)dS.

Resposta. 1. S: z=/22+ 2 (z,y) € D, D={R*| 2?2 +¢y* < 1}.

2.dS:\/l+(%>2+<%>2dD:\/1+ Y ip =D,

Ox oy 2+y? 2?4y

3. é/(ﬁ +y?)dS = \/Eé/(:ﬁ +y?)dD.

4. Mudanca de variaveis polar: x = pcost, y = psint, 0 <t <27, 0 <p < 1.

5. ﬁé/(xugﬁ)dp\/ijdto/lp?’dp‘/g-%%.

I =

S
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Questao 3: (2.0 pontos)

Seja f(z,y) = ry a fungao definida no disco unitério D = {(x,y) € R*2? +y*> < 1} e seja S o
grafico da fungao f. Ache a drea de S.

Resposta. Podemos parametrizar S com ¢(z,y) = (z,y, f(x,y)). Sua drea é dada por

A) = [ [ 1+ 52+ spdndy
D

Usando mudanca polar, obtemos

2m 1 9
A(S) = / / V14 r2rdrdf = §7r(23/2 —1)
o Jo

Questao 4: (2.0 pontos)

Calcule a integral fCF .dr onde F(z,y,2) = (2zyz® + ye™, 2%2% + xe™, 3x%y2% + cosz) e C 6 a
curva parametrizada por r(t) = (cos®¢,sen’¢,t), com 0 <t < Z.

. . _ . OF; _ 8F _ 9.2.2 OF _ OF; _
Resposta. Verificamos que o campo vetorial F' = (Fy, Fy, F3) satisfaz T o T 3uz®, G =53 =
2 OFy _ OFy _ 3 _ . 1 .
bryz=, 52 = = 2x2° 4+ (1 + zy)e™. Logo rot F' = 0. Como F é de classe C", concluimos que F
€ conservativo.

Calculamos o potencial de F, isto é, vamos determinar uma funcao f tal que % = 2oy + ye*y,
g—i = 2?23 + ze™ e % = 32%y2? + cos z.

flz,y,2) = /237@/23 +ye™ = 2Py’ + ™ + g(y, 2)
9 2,3 Ty 2.3 zy
a—y(myz +e™ +g(y, 2)) = 22" + ze

9,
1223 4 ze™ + —g(y, 2) = 222° 4 we™

dy

Jg

a_y(y7 Z) =0
9(y,2) = h(z).

Segue que f(x,y,2) = 22yz> + ™ + h(z).

0 .
5 (2%yz® + €™ + h(z)) = 32°yz* + cos 2
2

Ooh
3ry2” + a—(z) = 32°y2* + cos 2
P

oh
5(2) = cos z

h(z) =senz + k.
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Tomamos k£ = 0 e obtemos que

f(z,y,2) = 2%y2* + ™ 4 sen 2

Computando o ponto inicial A = r(0) = (1,0,0) e final B = r(3) = (0,1, §) da curva.

Aplicando o Teorema Fundamental para as integrais de linha temos

/F.dr:/Vf.dr:f(B)—f(A):O+60+1—(O+60+0):1.

C

Questao 5: (2.0 pontos)
Seja U = (2* +y* + 2%) - (v,y, z). Calcule

é/UwMS

onde S esta orientado positivamente e é formado pelo hemisfério superior da esfera de raio 1 e pelo

disco unitario centrado na origem no plano z = 0:

S={(v,y,2)|2*+y* +22=1, 2> 0 U{(2,y,2)|2* +9* <1, z = 0}.

Resposta. Usamos o Teorema da Divergéncia para concluir que

é/U-ndS:/D//dideV,

onde D = {(z,y,2) | 2* + y* + 22 < 1, 2 > 0}. Temos:

div U = 5(z* + y* + 7).

Portanto
//U-ndS = ///5(x2 +y? + 22) dadydz.
S D

Mudando para coordenadas esféricas temos: x = psen@cosé, y = psenpsent, z = pcosp, donde
D={(p0) | 0Sp<1,0<0 <700 <2 ).

O Jacobiano da mudanca de coordenadas é

dxdydz = p? sen pdpdpdd.
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Assim, obtemos

//U-ds_///5(x2+y2+22)dxdydz

2r /2 1
= / / / 5p* sen ¢ dpdpdf
o Jo 0
2r  pm/2
= / / sen @ dpdf
o Jo
2m /2
= / (— cos ) do
0 0
2m
- / a6
0

= 2.

Justifique todas as suas respostas! Apresente seus calculos.
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