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Questao 1. (2,5p).- Calcule a integral

/ /D arctan (%) dA

na regigo D = {(z,y) € R? [4 < a® + 12 9,0 <y < a}.
Solugao :

(0.4 pontos) Fazemos uma mudanga para coordenadas polares = rcosf, y = rsen®.
(0.4 pontos) A regido D nas coordenadas (r,8) é o retangulo

D:{(r,&)\2§r§3,0§0<%}

(0.4 pontos) O Jacobiano da mudanga de coordenadas é J(r,0) = g((ig)) =

Egg pon;r;osg %rcltari (%d) = arctan (Z528) = arctan (tanf) = 6 em 0 < § <
.9 pontos) Calculando
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Questao 2. (2,5p).- Calcule a integral /// 2% dV, onde
w

2 2
W{<x,y,z)eR3|w2+y2+z2§16,x2+y2+z224z e0<z< /Y }

Solugao :
Em coordenadas esféricas (p, ¢, 6), podemos ver que as inequagoes que descrevem W sdo dadas por:
w2+y2+z2§16<:)p§4
22 +y? + 22 > 4z <= p > 4cos(p)

x2+y2

0<2z<
Sz 3

—7n/3<p<m/2

Portanto, W é descrito em coordenadas esféricas por

0<b6<2m7n/3<p<m7/2e 4dcos(p) < p<4.



F1GURA 1. Esbogo da intersecio de W com o plano yz

Pelo Teorema de Mudanca de Variaveis na integral tripla, temos que
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Questao 3 (2,5p).- Considere o campo F = (P, Q) = (2% + x + a®y?,%? + 2azy) com a € R. Usando
Green, resolva as seguintes questoes :

a) Desenhe a regido 2 limitada por 2z +y =4, = 1 e y = 0 e selecione uma parametrizagao orientada
positivamente para seu contorno  (ou ~ orientada anti-horariamente).

b) Determine os valores do parametro a de modo que a integral / Pdx + Qdy = 0.
¥

¢) Calcule a integral de linha do campo F para o valor a = 2.

/ Pdz + Qdy
5
Solugao :

(a) A regiao Q) ¢ indicada na Figura 2. Uma parametrizacio positiva é:
Do ponto B = (1,0) ate C = (2,0) {(¢,0) : t € (1,2)}
Do ponto C' = (2,0) ate A = (1,2) {(1/2(t —4),t) : t € (0,1)
Do ponto A = (1,2) ate B = (1,0) {(1,2—1t):t € (0,2)}
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FiGUrA 2. Curva v com orientacdo positiva

(b) Podemos utilizar o Teorema de Green. Nesse caso,

[deerQdy?(aaQ)//dexdy.

Como y é positivo na regido €2, temos que [, ydxdy > 0 e, portanto, a integral de linha ¢ zero
se, e somente se, a2 =a < a=0oua = 1.
(c) Note que para a =2

9Q _or __,
or Oy Y

Logo entao aplicando o Teorema de Green e o Teorema de Fubini
aQ oP 2 1/2(4—vy)
Pd dy = — — —)dzdy = —4y)dxdy = —8/3.
[ pazvaay= [ [ (Gl =G0y = [ [T ey = s/

Questdo 4 (2,5p).- Calcule a integral de superficie de campo vetorial [[;F -ndS, onde a superficie S

é dada pela equagao
2 2 2 T2\ 2
T4yt =z 1+3<COS(7)> , 1<2<3,

orientada com vetor normal apontando para fora do eixo z e F é o campo vetorial:

1

7 (,2).

(Observagao: S ¢ uma superficie de revolugdo que contém o cone 22 + 32 = 22, 1 < z < 3, em seu
interior e coincide com ele nos planos z =1 e z = 3)

Solugao :

1% Via de Solucao



O campo F tem singularidade na origem e além disso:
DivF(z,y,2) =0, (=,y,2) # (0,0,0).
Seja S; a por¢ao do cone
z2:x2+y2, 1<2<3.
Como z > 0, 57 esta definida por z = \/m, (z,y) € D, onde D é a regiao limitada pelas circunferen-
cias 22 +1y% =1l e 22 +y? = 9. Orientamos S; com vetor normal N; = ;(—x, —y, 2) apontando para cima

(para o eixo z). Seja W o solido entre S e S7. Tem-se que S'US; = OW esta orientada positivamente. O
campo vetorial F é de classe C! num aberto contendo W. Usando o teorema de Gauss obtemos:

0:/// DivF-ds:// F - ds,
w SUS,
portanto com z = /22 + y2,

/LFqk:—[LF«B

1
// (2% + 92 +z2)3/2(°”” ¥, 2) - (=@, —y, 2)dzdy

_ S
N //D z (22 +y? + 22)3/2dxdy

2% Via de Solucao

Consideremos as seguintes porcoes de planos:

Si: z=[f(x,y)=3, (v,y) € Di={(z,y); *+y* <9},
orientada com vetor normal Ny = (0,0,1) e

Sy z=f(z,y)=1, (x,y) € Dy={(2,9); z*+y* <1},

orientada com vetor normal Ny = (0,0, —1). Seja W o sélido entre S, S; e S3. Tem-se que SUS; USy =
OW est4 orientada positivamente. O campo vetorial F é de classe C! num aberto contendo W. Usando

o teorema de Gauss obtemos:
O:/// DivF-ds:// F.ds
w SuUS1USs
//F-ds:—// F-ds—// F - ds.
S S Sa

Calculamos primeiro o fluxo de F através de S;. Usando coordenadas polares (r,6):

1
//S F.ds= //D (1‘2 n y2 T 32)3/2 (%%3) ! (0,0, 1)d$dy
3
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