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Calculo Diferencial e Integral III 2024.1 - MAC238
Gabarito primeira prova unificada - Escola Politécnica / Escola de Quimica -07/05/2024

TEMPO DE PROVA: 2h
Justifique todas as suas respostas e apresente seus calculos.

Questao 1: (2.5 pontos)

Calcule
0 w/2—arcsen(—x)
/ ( / Y dy) dx.
41 0
Solucao:
Y / X
2 . 1
-2 -1 0 1 w22y
.f /
7 0 1 x 1
0 w/2—arcsen(—x) w/2 0 w/2 w/2 /2
/( / ydy)dx:/ydy / dx:/ycosydy:/yd(seny):yseny —
-1 0 0 —cosy 0 0 0
/2 /2 /2
T
/senydy:yseny + cos y :5—1.
0 0 0
Observacao: y = m/2 — arcsen(—z) = y — m/2 = arcsen(z) = x = sen(y — 7/2) = —cosy.
Opcional:
0 w/2—arcsen(—x) 0 9
arcsm g)
ydy |dx = dr = ...
—1 0 —1
0
z arcsen? (z) + 7 - (x arcsen (z) + v/1 — 2%) + 2¢/1 — 22 arcsen (z) + % -2z
5 —
-1
0
4z arcsen® (z) + /1 — 2% (8 arcsen () + 4w) + 47w arcsen (z) + (7> —8)z|  « .
8 T2
-1

Questao 2: (2.5 pontos)
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e(w+2y)/ z—y)
/ / ———dx dy,

D={(z,y) eR*:1<2—y<2,y<0e 2x+y>0}

Calcule a integral

onde

Solugao:

Definimos as variaveis

Ou seja que
1 2 1 1
x:§u—|—§v, y:§u—§v.
O determinante Jacobiano da mudanca de coordenadas fica
d(z,y) 1/3 2/3 1
O(u,v) ’1/3 —1/3‘ 3

O dominio D nas coordenadas (u,v) corresponde a
Q={(u,v) eR*:1<v<2,u—v<0, eutv>0}

Logo, pelo teorema da mudanga de coordenadas, temos que

e(z+2y)/(z—y)
s ]

1 2 u/v

= _/ (/ € du> dv
3 1 —v 'U2
1 /%1 v

:—/ —[e“/”} _dv
3 1 v u=-v

1 BN
g(e—e )/1 ;dv

_(e—e)

02

3 In(2).
Questao 3: (2.5 pontos)
Sejam P(z,y) = 1 + ——, Qz,y) = 4x+—i—y2 e seja 7y uma curva parametrizada por
7(t) = (V/2cost,v/2sent), com t € [0,27]. Calcule
%de + Qdy.

Y
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Solugao:

Definamos 2 = R?\ {(0,0)} . Como as funcoes P(z,y) e Q(x,y) sdo quocientes polinémicos,
claramente sao continuos em €. Observemos que, a curva -y verifica :

r(0) = (v/2,0) = r(27) logo fechada, simples, de classe C' e orientada no sentido anti-horario.

Seria muito mais traballhoso resolver a integral de linha diretamente, nesse caso usaremos a
idefa de Green para resolver a questdo. Porém o ponto (0,0) é um ponto singular do campo
vetorial F = Pi + @ j logo o conjunto

D*={(z,y) eR* : 2*+y* < 2} £ Q.

Logo nao é possivel usar diretamente o Teorema de Green na regiao compacta D* de interior
nao vazio. Vamos aplicar a extensao do Teorema de Green, para o qual vamos a contornar o
ponto singular. Observemos que as funcoes P, @ sao de classe C! em Q e além disso,

4a% — o2 oP 0Q oP

(ZE,y) A %(I»y) - %(I’,y) = 07 (I7y) € Q. (1)

gz Y= (422 +92)2 Oz

Consideremos uma outra curva 7, fechada, simples, C*' por partes, orientada no sentido anti-
horario, no objetivo de aplicar a extensao, consideremos a curva v~ obtida de v por uma mudanca
de parametro que reverte a orientacao. Considere a regidao D compacta em R? contida em €2 de
interior nao vazio, com fronteira 0D = ~; Uy, com intersegao de v, e v~ vazia. Aplicando a
extensao, e de (1), obtemos

74 P(z,y)dz+Q(x,y)d +7{_ P(z,y)de+Q(x,y)dy = —(x,y) — =—(z,y) | dA=0.
g (2, y) (2, y) dy g (z,y) (2, y) dy //[9 (z,y) 995( )
(2)

Buscamos definir 7; de modo que 42% + y? seja uma constante, na curva, isto é,

1 ¢ r1(t) = (2cost,4sent) t € [0,2n] logo 4x? + y? = 16(cos*t + sen?t) = 16. Resolvendo a
integral

4sent 2cost

j{l P(x,y)dz + Q(z,y) dy = /027T [ T (—2sent) —

(dcost) | dt — —%(2@ — L (3)

De (2) e (3), obtemos

P+ Qy)dy=r. (4)
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Porém

f1P@wmx+Q@wwy=—fPWwﬁm+Q®wMy (5)

7 v

De (4) e (5), obtemos

fP(x, y)de + Q(x,y)dy = —m

~

Questao 4: (2.5 pontos)
Seja D C R3 o dominio limitado por 22 + 9%+ 2? = 4 tal que 422 +4y* < 2% e z,y, z > 0. Determine

J[[ zdedya.

Solugao:

Seja (z,y,z) = (rcos@sinp, rsinfsin g, rcosy). O dominio de integragao em (r, 6, ) é deter-
minada pelas 3 condicoes na definicao de D: a primeira é equivalente & 72 < 4 e a terceira &
0<0<7m/2e0<p<m7/2

Além disso, a segunda condicdo é equivalente & 472 sin ¢ < 1% cos? ¢, ou seja tan® p < 1/4. Dai,
o dominio de integracao é
E={(r0,0):0<r<20<0<m/2,0<9o<7/2,0<¢< @)}
={(r,0,0):0<r<2,0<60<7/2,0<¢<po},

onde ¢y = arctan(1/2).

Como o Jacobiano é dado por r?sin ¢,

/// zdrdydz = /// rcose - r’sinpdrdoedd
D E
wo /2 2
= / / / 3 cos ¢ sin pdrdfdy
= / 3dr/ cos  sin pdp

sm Yo
= = 7sin? .

2

Note que tan gy = 1/2 e, como cos? ¢, + sin® ¢y = 1, entdao devemos ter que cos @y = 2/\/5 e

sin g = 1/4/5. Logo,
/// zdxdydz = T
D 5

Copyright (©) 2024, Departamento de Matemadtica, IM-UFRJ, Reservados todos os direitos. E permitida a cépia, reprodugao ou distribuigao

deste texto, no todo ou em parte, apenas para fins nao lucrativos



Caélculo Diferencial e Integral III 2024.1 - MAC238

Gabarito primeira prova unificada - Escola Politécnica / Escola de Quimica - 07/05/2024(continuagao)

Opcional:

Os pontos de interseciao das superficies 22 + y? + 2% = 4 e 42? + 4y* = 22, satisfazem a equagao
z? +y? =4/5.

Logo, a projecao do sélido D sobre o plano zy ¢é a regiao

4
K:{(x,y)ERQ:w2+y2§5,9&20,3/20}.

Pelo método da reducao temos que

/// zdxdydz-// / vieen zdzdA ©)
Va2 ty? 6
—5 [[ a=s+yaa

Considere a mudanga de varidveis x = rcosf, y = rsenfl com (0,7) € By,, onde

:{(Q,T):OSTS%,OSHS

O determinante Jacobiano da mudanga de coordenadas é J(#,r) = —r. Logo,

// (4— 5(z% + 4?))dA = // (4—5r2) | - r|dA
K By
7/2 r2/V5
= / / (4r — 5r%)dr df
0 0
/2 2 4\ |2/V5
L
-,
2

}-

bo|

do

w/2 4
—df
)

/// zdxdydz = il
D 5

7
5 .

Assim, de (6) temos que
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