Instituto de Matematica — IM/UFRJ
Calculo Diferencial e Integral 11 N%
Gabarito da 2a Prova Unificada — 15 de Maio de 2026
Questao 1: (2.5 pontos)

Uma formiga se desloca sobre uma curva no plano, com trajetoria dada por:

r(t) = (t, %tS/Z) , t€l0,4]

onde t ¢ dado em segundos e as coordenadas em centimetros.

a) Determine a posi¢ao da formiga nos instantes t = 0 e t = 4.

b) Calcule a vetor velocidade e sua norma.

¢) Determine a distancia percorrida pela formiga entre t = 0 e t = 4.

Solucgao:

As posicoes sao dadas por:

e a velocidade escalar por

v = /12 4+ (V)2 =1+t

A distancia percorrida é dada por

4
L:/ V1+tdt
0

Fazendou=1+t, du=dt,comt=0=u=1et=4= u=>,:

5 2) )
L—/ Vaudu = {gu?’m}
1

1

_ 2 =
L_3(5 1) =

Wl N

(5\/3 — 1) cm

Questao 2: (2.5 pontos)
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Sejam (; e {5 duas retas em R3 que passam pelo ponto (3,3,4) e cujos vetores diregao sao
U1 = (2,2,3) e Uy = (—1,2,0), respectivamente.
a) Determine a equacdo do plano m gerado pelas retas ¢ e (5.

b) Encontre as equagdes paramétricas da reta ¢ que intersecta ortogonalmente o plano m em
(3,3,4).

Solucgao:

1. As retas {1 e {5 possuem o ponto comum P = (3,3,4), que é o ponto de interse¢ao.

O vetor normal 72 ao plano é obtido pelo produto vetorial entre os vetores diretores:

ik
F=uv;xvu=|2 2 3|=(-6,-36)
120

Para simplificar os célculos, podemos utilizar o vetor normal 7; = (2,1,—2), que é
paralelo a 7i. A equacao geral do plano é dada por:

a(x —x0) +b(y —yo) +c(z—29) =0

2 —-3)+1(y—3)—2(z—4) =0

20 —6+y—3—-2248=0 = 224+y—22—-1=0

2. A reta £ deve ser ortogonal ao plano 7, portanto, seu vetor diretor deve ser o proprio
vetor normal do plano, vy = (2,1, —2). Usando P = (3,3,4), a equacao vetorial de ¢ é:

0: X =(3,3,4)+1t(2,1,-2), teR
. Portanto, as equacoes paramétricas sao:

r=3+2t,y=3+t, z2=4-2t, teR.

Questao 3: (2.5 pontos)

Dada a superficie quadrica de equagdo 22 + y? — 2o + 4y — 2 +5 = 0, responda os itens a seguir.

1. Encontre as curvas de intersecao da superficie com os planos z = zg, para zg qualquer.
2. Encontre as curvas de interesecao da superficie com os planos z =1e y = —2.

3. Identifique e esboce a quadrica.
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Solucgao:

1. Completando quadrados, temos
(2 —224+1)—1+ (P +4y+4)—4=2-5
ou
2= (=1 + (y+2)
A intersecao com o plano z = 2y tem equacgao
(z=1)*+ (y +2)* = 2.

Se zp > 0, temos uma circunferéncia com centro no ponto (1, —2,zy) e raio /zy. Se
2o = 0, temos o ponto (1,—2,0). Se zy < 0, a superficie ndo intersecta o plano z = z.

2. A intersecao com o plano x = 1 tem equacao
=y +2°+(1-1)°=(y+2)7?

que é a equacao de uma parabola com concavidade para cima.

A intersecdo com o plano y = —2 tem equacao
z=(x—-1>%+(-2+2)?%=(z - 1)

que é a equacao de uma parabola com concavidade para cima.

3. A superficie & um paraboloide circular (de revolugdo) com vértice (1,—2,0) e eixo

vertical.
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Questao 4: (2.5 pontos)

Considere o hiperboléide de 1 folha 2?2 + 3?> — 22 = 2 e responda os itens a seguir:

(a) Mostre que o ponto P = (1,1,0) pertence ao hiperboloide.

(b) Seja a € R um namero real. Parametrize a reta ¢ que passa por P e tem direcao dada pelo
vetor 7= (1,—1,a)

(c) Encontre a de modo que a reta ¢ do item anterior esteja toda contida no hiperboldide.

Solucao:

(a) O ponto P = (1,1,0) pertencera ao hiperboloide se, e somente se, suas coordenadas
satisfazem a equacao que o define. Assim, como

2+12-0*°=1+1-0=2,

vemos que P pertence ao hiperboloide.
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(b) Usando a parametrizagao r(t) = P + tU, temos que as equagoes paramétricas da reta
Sa0
r=14+t, y=1—1t, z=at.

(c) Para encontrar o valor de a, substituimos as equagoes paramétricas da reta na equagao
do hiperboléide:

2=(1+1t)*+ (1 -1t)*— (at)? & 0 = 2t* — a*t*
&0=1*(2-d%).

Essa altima equacdo é satisfeita para todo t € R se, e somente se, a = ++/2.
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