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Questão 1: (2.5 pontos)
Uma formiga se desloca sobre uma curva no plano, com trajetória dada por:

r(t) =

(
t,

2

3
t3/2
)
, t ∈ [0, 4]

onde t é dado em segundos e as coordenadas em centímetros.

a) Determine a posição da formiga nos instantes t = 0 e t = 4.

b) Calcule a vetor velocidade e sua norma.

c) Determine a distância percorrida pela formiga entre t = 0 e t = 4.

Solução:

As posições são dadas por:

r(0) = (0, 0)

r(4) =

(
4,

2

3
· 43/2

)
=

(
4,

2

3
· 8
)

=

(
4,

16

3

)
A velocidade é dada por

v(t) =

(
1,

2

3
· 3
2
t1/2
)

=
(
1,
√
t
)
,

e a velocidade escalar por

‖v(t)‖ =
√

12 + (
√
t)2 =

√
1 + t

A distância percorrida é dada por

L =

∫ 4

0

√
1 + t dt

Fazendo u = 1 + t, du = dt, com t = 0⇒ u = 1 e t = 4⇒ u = 5:

L =

∫ 5

1

√
u du =

[
2

3
u3/2

]5
1

L =
2

3

(
53/2 − 1

)
=

2

3

(
5
√
5− 1

)
cm
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Sejam `1 e `2 duas retas em R3 que passam pelo ponto (3, 3, 4) e cujos vetores direção são

~v1 = (2, 2, 3) e ~v2 = (−1, 2, 0), respectivamente.

a) Determine a equação do plano π gerado pelas retas `1 e `2.

b) Encontre as equações paramétricas da reta ` que intersecta ortogonalmente o plano π em

(3, 3, 4).

Solução:

1. As retas `1 e `2 possuem o ponto comum P = (3, 3, 4), que é o ponto de interseção.

O vetor normal ~n ao plano é obtido pelo produto vetorial entre os vetores diretores:

~n = ~v1 × ~v2 =

∣∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k

2 2 3

−1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣ = (−6,−3, 6)

Para simpli�car os cálculos, podemos utilizar o vetor normal ~n1 = (2, 1,−2), que é

paralelo a ~n. A equação geral do plano é dada por:

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0

2(x− 3) + 1(y − 3)− 2(z − 4) = 0

2x− 6 + y − 3− 2z + 8 = 0 =⇒ 2x+ y − 2z − 1 = 0

2. A reta ` deve ser ortogonal ao plano π, portanto, seu vetor diretor deve ser o próprio

vetor normal do plano, ~v` = (2, 1,−2). Usando P = (3, 3, 4), a equação vetorial de ` é:

` : X = (3, 3, 4) + t(2, 1,−2), t ∈ R

. Portanto, as equações paramétricas são:

x = 3 + 2t, y = 3 + t, z = 4− 2t, t ∈ R.

Questão 3: (2.5 pontos)
Dada a superfície quádrica de equação x2 + y2− 2x+4y− z +5 = 0, responda os itens a seguir.

1. Encontre as curvas de interseção da superfície com os planos z = z0, para z0 qualquer.

2. Encontre as curvas de intereseção da superfície com os planos x = 1 e y = −2.

3. Identi�que e esboce a quádrica.
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Solução:

1. Completando quadrados, temos

(x2 − 2x+ 1)− 1 + (y2 + 4y + 4)− 4 = z − 5

ou

z = (x− 1)2 + (y + 2)2.

A interseção com o plano z = z0 tem equação

(x− 1)2 + (y + 2)2 = z0.

Se z0 > 0, temos uma circunferência com centro no ponto (1,−2, z0) e raio
√
z0. Se

z0 = 0, temos o ponto (1,−2, 0). Se z0 < 0, a superfície não intersecta o plano z = z0.

2. A interseção com o plano x = 1 tem equação

z = (y + 2)2 + (1− 1)2 = (y + 2)2,

que é a equação de uma parábola com concavidade para cima.

A interseção com o plano y = −2 tem equação

z = (x− 1)2 + (−2 + 2)2 = (x− 1)2,

que é a equação de uma parábola com concavidade para cima.

3. A superfície é um paraboloide circular (de revolução) com vértice (1,−2, 0) e eixo

vertical.
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Questão 4: (2.5 pontos)
Considere o hiperbolóide de 1 folha x2 + y2 − z2 = 2 e responda os itens a seguir:

(a) Mostre que o ponto P = (1, 1, 0) pertence ao hiperbolóide.

(b) Seja a ∈ R um número real. Parametrize a reta ` que passa por P e tem direção dada pelo

vetor ~v = (1,−1, a)

(c) Encontre a de modo que a reta ` do item anterior esteja toda contida no hiperbolóide.

Solução:

(a) O ponto P = (1, 1, 0) pertencerá ao hiperbolóide se, e somente se, suas coordenadas

satisfazem a equação que o de�ne. Assim, como

12 + 12 − 02 = 1 + 1− 0 = 2,

vemos que P pertence ao hiperbolóide.
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(b) Usando a parametrização r(t) = P + t~v, temos que as equações paramétricas da reta

são

x = 1 + t, y = 1− t, z = at.

(c) Para encontrar o valor de a, substituímos as equações paramétricas da reta na equação

do hiperbolóide:

2 = (1 + t)2 + (1− t)2 − (at)2 ⇔ 0 = 2t2 − a2t2

⇔ 0 = t2(2− a2).

Essa última equação é satisfeita para todo t ∈ R se, e somente se, a = ±
√
2.
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