Instituto de Matematica — IM/UFRJ

Calculo Diferencial e Integral 11 N%
Gabarito da 1la Prova Unificada — 01 de Abril de 2026

Questao 1: (2.5 pontos)

Resolva o seguinte problema de valor inicial e expresse a solu¢ao na forma implicita:

, _TYysenx
4 y+1

, y(0)=1

Solucao:

A equacdo é separavel: %dy = zsenx dz. Integrando ambos os lados:

1
/(1—1—;) dy:/xsenxdas

O lado esquerdo resulta em y + In|y|. Para o lado direito, usamos integragdo por partes

(u=x,dv =senxdz):
/xsenmdx: —xcosa:+/cosxdm: —xcosx +senx + C

Aplicando a condi¢do inicial y(0) = 1: 1 +1In(1) = —0cos(0) +sen(0) +C = C =1. A
solucao implicita é: y + In |y| = senx — x cosx + 1.

Questao 2: (2.5 pontos)

Determine a solucao geral da equacgao diferencial

2
Y (t) + Zy(t) =2t* t>0.

Solucao:

Multiplicamos a equagao por uma fungao p(t) obtendo

(0 (1) + 228 y0) = 2120 )

e procuramos por pu(t) tal que o lado esquedo da equacdo acima seja a derivada do produto
u(t) - y(t), ou seja,

= /@) + 22y, @)

Portanto
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Separando as variaveis, temos que

dp  2dt
ot
. /d_/‘zg dt
7 t
= In|u|=2Int|+C =mlt*+C
— =+ M =469 .12 = ¢ (escolhendo C=0).

Tomamos entao u(t) = t2. Das equagoes (1) e (2), temos

d(y(t) - )

=22 . 2 = 2%
dt

Integrando a equacao acima com respeito a ¢, temos

2
y(t) - t* = /2t4dt = gt5 + K.

Logo, a solugao geral da EDO é

y(t) = —t* + Kt 2.

Questao 3: (2.5 pontos)
O is6topo radioativo toério-234 se desintegra a uma taxa proporcional & sua massa presente. Se
100 mg desta substancia se reduzem a 82,04 mg em uma semana, encontre uma expressao para a
quantidade deste is6topo em qualquer instante de tempo e calcule a meia-vida 7 deste material.

Solucao:

Seja m(t) a massa (em mg) no instante ¢t (em semanas). O enunciado diz que a taxa de
variagao € proporcional a massa:

dm

— =—k k )
7 m, >0
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A solucao dessa equacao diferencial é

m(t) = moe .

Como m(0) = 100, temos
m(t) = 100",

Usando a informagao m(1) = 82,04:

100e ™ =82,04 = e %=0,8204 = k= —In(0,8204).

Logo,
m(t) = 100 ™80 = 100 (0,8204)".

Meia-vida:

A meia-vida 7 satisfaz m(7) = 50:
1
100(0.8204)7 =50 = (0.8204)" = .

Tomando logaritmos:

1 In(1/2
71n(0,8204) = In <§> = 7= % semanas.

Questao 4: (2.5 pontos)
t

Encontre a solucao geral da equacao diferencial: y” + 2y’ +y = 2e~".

Solucao:

1. Homogénea: r* +2r+1=0 = (r+1)?>=0 = y,(t) = (Cy + Cot)e".
2. Particular: Tentamos y,(t) = At?e~'. Substituindo, encontramos A = 1.
Solugao Geral: y(t) = (Cy + Cat + t?)e™ .
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