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GaMarito segunda prova de segunda chamada - Escola Politécnica / Escola de Quimica -20/1

TEMPO DE PROVA: 2h

Justifique todas as suas respostas e apresente seus calculos.
Questao 1: (2.5 pontos)
(a) Mostre que a fungao y(z) = Cz + C — C? x € R, onde C' é uma constante real, ¢ solugao da
dy 2 dy
equacao (| — | —(1+2)—+y=0.
quag ( dx) I+z)" +y

(b) Calcule uma solugao particular da equacao 2y” 4+ 3y’ +y = z + 3sen .

Solugao:
(a) Se y(z) = Cz + C — C?, entao y'(z) = C. Logo,

dy 2 dy

=C?—(1+2)C+ (Cox+C—C%
=C?*-C—-Cz+Cr+C-C?

=0.
(b) O polinoémio caracterfstico associado a equagao é 2A? + 3\ + 1, cujas raizes sao A\ = —1/2
e A2 = —1. Logo a solugao geral da equacao homogénea 2y" + 3y’ +y = 0 é yu(z) =

Cle_”C/Z + CQ€_$.

Usando o método dos coeficientes indeterminados, buscamos uma solucao particular da
equacdo nao homogeénea da forma y,(xr) = Az + B + Csenx + Dcosz, onde A, B, C
e D sao constantes a determinar. Calculamos y, () = A+ Ccosz — Dsenz e y,(v) =
—C'senx — D cos z. Entao,

2y, + 3y, + Yy
=2(—Csenz — Dcosz)+ 3(A+ Ccosx — Dsenx) + (Ax + B+ Csenx + D cosx)
=Ar+ (BA+ B)+ (—C —3D)senx + (—D + 3C) cos .

Logo, para que y, seja solucao de 2y” 4+ 3y’ + y = = + 3sen z, precisamos que

A=1,
3A+ B =0,
—~C —3D =3,
—D +3C =0.

Da segunda equacgao temos que B = —3. Da quarta equacao, D = 3C e, substituindo na
terceira equagao, temos que —10C' = 3, ou seja que C' = —3/10 e D = —9/10. Assim,

3 9
yp(z) =2 —3 — 0560 % — g CoS -

Questao 2: (2.5 pontos)
Seja S a superficie no R? dada pela equacao 22 4 3y? + 422 = 8.
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(a) Parametrize a reta normal & S no ponto (g, yo, 20) € S.

(b) Determine todos os pontos (zo, ¥o, 20) em S tais que a reta normal a S em (zg, Yo, 20) passa
pela origem.

Solugao:

(a) Vemos que S é a superficie de nivel f(z,y,z) = 8 da funcio f(z,y,2) = 2? + 3y* + 422
Logo, o vetor normal a S em (xg,yo0,20) ¢ n = Vf(x0,%0,20) = (220, 6y0,820) € a reta
normal pode ser parametrizada por

r(t) = ((1 4 2t)zo, (1 + 6t)yo, (1 + 8t)2), teR.

(b) A reta acima passa pela origem se

(1 + Qt)ZL‘Q = O,
(1 + 6t)y0 = 0,
Analisamos caso a caso.
e Sex # 0, entao t = —%. Nesse caso, necessariamente temos que yg = 0 e zg = 0.

Como (2o, Yo, %) estd em S, entdo 22 = 8. Obtemos dois pontos: (v/8,0,0).

e Similarmente, se y # 0, entao t = —%. Nesse caso, necessariamente temos que zy = 0
e zo = 0. Como (zg, Yo, 20) estd em S, entao 3y§ = 8. Logo, y% = i\/g e obtemos
mais dois pontos: (0, + %,O)

e Finalmente, se z # 0, entao t = —é. Nesse caso, necessariamente o = 0, yo = 0

e, como (g, Yo, 20) estd em S, entdao 423 = 8. Logo, zy = +4/2 e obtemos mais dois
pontos: (0,0, +v/2).

Portanto, os pontos de S cuja reta normal passa pela origem sao (0, + %, 0), (0, £ %, 0)

e (0,0,4v2).

Questao 3: (2.5 pontos)

Um objeto se desloca no espaco R? seguindo uma trajetdria descrita pela funcao vetorial
r(t) = ((b —t) cos(2nt), (5 —t) sen(2wt), t), t€]0,5]

(a) Calcule a velocidade escalar do objeto no instante em que ele passa pelo ponto Py = (4,0, 1).

(b) Determine o instante ¢; € R no qual o objeto passa pelo cone de equagao

22 = IL‘2 +y2.
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Solugao:
(a) Veja que P = r(1). O vetor velocidade do objeto em cada instante de tempo ¢ estd dado
por

r'(t) = ( — cos(2mt) — 2w (5 — t) sen (27t) , —sen (27t) + 27(5 — t) cos(27t) , 1).

Logo, o vetor velocidade do objeto no instante tg =1 é V :=r'(1) = (—1,8x,1). Assim, a
velocidade escalar do objeto no momento em que passa por P é

V]| = v2 + 64r2.

(b) O valor de t = t; quando r(t) = (x(t),y(t), 2(t)) passa pelo cone, deve satisfazer
w(t)? +y(t)? = 2(t)”,

Isto é,
(5 —t1)?(cos(2mt1))? + (5 — t1)*(sen (27t1))* = 3,

ou seja, (5 —t1)? =t1. Logo, t; = 3.

Questao 4: (2.5 pontos)
Determine e classifique os pontos criticos de

3
f(z,y) = 22* + % —2?—4y em R

Solugao:

Um ponto (zg,yo) € ponto critico de f se
V (w0, y0) = (82" — 2z, y* —4) = (0,0).

Assim, se
1
82— 20 =0 < =0 ou x:j:?
v =4 = y=+2.
Temos assim seis pontos criticos:
Plz(O,Q), PQZ(O,—Q), P3:<1/2,2)7
P, =(1/2,-2), Ps=(-1/2,2), Ps=(-1/2,-2).

Dado P € R?, observe que

21 P

Ox? ( ) 8:583/ (P) 82f 82f 82f 2
Hy(P) = = SamEhie - (SLe)

T py TLip) ! !

0xy 0y?
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No presente caso, temos
242 =2 0 '

Myt = P72 )

Logo,
—2 0) = —8 = Sela;

Hs(0,-2) = ’_02 _04’ =8 = Max. Local;

Hs(1/2,2) = ‘g 2) =16 = Min. Local;

He(1/2,-2) = ’g _04’ = —16 = Sela;

He(—1/2,2) = ‘3 2‘ =16 = Min. Local;

Hy(—1/2,-2) = ’3 _04':—16 = Sela.
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