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TEMPO DE PROVA: 2h
Justifique todas as suas respostas e apresente seus calculos.

Questao 1: (2.5 pontos)
Considere uma curva plana parametrizada por r(t) = (z(t),y(t)), t € R, passando pelo ponto (1, )
no instante ¢t = 0 e tendo seu vetor tangente satisfazendo a seguinte equagcao:

r(t) = (y(), 2y(t) + 1),

para t € R. Sabendo que as fungoes x(t) e y(t) sdo diferencidveis, determine as equagoes paramé-
tricas da curva.

Solugao:

A condigao sobre o vetor tangente da curva implica que
r'(t) = (@'(t),y'(t)) = (y(t),2y(t) + 1), tER.

Em particular, y'(t) — 2y(t) = t. Essa equagao ¢ linear. O fator integrante estd dado por
I(t) = e2!. Multiplicando ambos lados da equagao por I(t) obtemos

d
£<€72ty) — ef2tt_
Logo, e ?y(t) = [ e *tdt = —fe *t—1e7+C. Assim, y(t) = —5t—1+Ce*. Como y(0) = I,
vemos que % = —i + C e, portanto, C' = 2. Concluimos que
1 1
t) = —=t — = + 2e*.
y(t) = —5t = +2e

Finalmente, temos que 2/(t) = y(t) e, portanto, z(t) = —3t* — 1t + ¢* + D. Como z(0) = 1,

temos que 1 =14 D, ousejaque D =0¢e

z(t) = —# + e,

Questao 2: (2.5 pontos)
Sabendo que ele existe, determine as coordenadas do ponto no plano 2z —y+ 2z = 20 mais proximo
da origem, usando o método dos multiplicadores de Lagrange. (Observe que o ponto que minimiza
a distancia d(x,y,z) é 0 mesmo que minimiza a distancia quadrdtica, isto é, [d(x,y, z)]*.)

Solugao:

Buscamos minimizar a funciao f(z,y,2) = [d(z,y,2)]*> = 2* + y? + 22, sujeita a restricao
9(z,y,2) = 20, onde g(v,y,2) = 2v —y + 22. Veja que Vg(z,y,2) = (2,-1,2) # (0,0,0).
Pelo método dos multiplicadores de Lagrange, o ponto P = (z,y, z) de minimo é solugao do
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sistema V f(z,y,z) = AVg(z,y, z), com 2z — y + 2z = 20, para algum A € R. Isto é,

2 = 2\,
2y = =,
2z = 2,

20 —y + 22 = 20.

No caso, temos que A = x e, portanto, y = —F e z = x. Substituindo na ultima equagao,
obtemos que 2z + % + 2z = 20. Ou seja que 979” = 20 e, entao, z = 4970, Yy = _TQO ez = %.

Concluimos que o ponto do plano de equagao 2x — y + 22z = 20 mais proximo da origem é

P-(4.-2.9).

Questao 3: (2.5 pontos)

227 + y?

2+ 322

(a) Determine todos os valores de k € R para os quais a curva de nivel f(x,y) = k é uma elipse.

Considere a fungao f(z,y) =

(b) Entre os valores obtidos no ftem acima, determine o valor de k para o qual a curva de nivel é
um circulo. No caso, determine o centro e o raio do circulo.

(¢) Determine a imagem de f.

Solugao:

(a) A curva de nivel f(z,y) = k estd dada pela equagao cartesiana

24322

que corresponde a todos os pontos (r,y) € R? tais que 222 + y* = 2k + 3kz?, ou seja
(2 — 3k)2* + y* = 2k. (1)

Essa equacao descreve uma elipse se e somente se 2 —3k > 0e 2k > 0. Isto é, 0 < k < %

Veja que se k = 0, a curva de nivel correspondente é um tinico ponto; se k < 0, a curva de

nivel é vazia; se k = % obtemos duas retas (y = :i:\/g); e, se k> %, a curva de nivel é uma

hipérbole.

(b) A equagao 1 descreve um circulo somente quando 2 — 3k = 1, ou seja, quando k = é No

caso, o circulo tem centro (0,0) e raio 4/2.

(c) Veja que f(z,y) é sempre maior ou igual a 0, sendo que f(0,0) = 0. Ora, fazendo x =0 e
variando y € R, vemos que f(z,y) atinge qualquer valor positivo. Logo, a imagem de f é
[0, 00).
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Questao 4: (2.5 pontos)
Considere a curva C' parametrizada por
r(t) = (e 'sen (2t),e 'cos(2t),1+ e "), te€ 0,27
(a) Determine a equagao de uma superficie quddrica que contenha completamente a curva C.
Identifique e esboce essa superficie.

(b) Calcule o comprimento da curva C'.

Solugao:

(a) Sejar(t) = (x(t),y(t), 2(t)) = (e 'sen (2t),e " cos(2t), 14+e7 "), t € [0,27]. Observamos que,
para todo t € [0, 27|, temos z(t)* + y(t)? = e % = (2(t) — 1)?. Logo a curva estd contida
no cone de equagao

(b) O comprimento de arco L estd dado por

27
L:/O 1 ()| dt.

Calculamos
r'(t) = (—e 'sen (2t) + 2¢ " cos(2t) , —e " cos(2t) — 2e 'sen (2t), —e 7).

Logo, ||7'(t)|| = V6 e e, entdo,

L= /27T V6etdt = V6(1 — e72m).
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