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TEMPO DE PROVA: 2h

Justifique todas as suas respostas e apresente seus cálculos.

Questão 1: (2.5 pontos)
Sabendo que as curvas 2x2 + 3y2 = α, α ∈ R e xy =

√
6 são tangentes, determine o valor de α e o

ponto de tangência que se encontra no primeiro quadrante do sistema de coordenadas.

Solução:

Seja P = (x0, y0) o ponto de tangência das curvas dadas:

L1 = {(x, y) ; 2x2 + 3y2 = α} e L2 = {(x, y) ; xy =
√
6}.

Como elas são curvas de ńıvel das funções f(x, y) = 2x2+3y2 e g(x, y) = xy, temos ∇f(x0, y0) =
λ∇g(x0, y0). Isto é,

4x0 = λy0 e 6y0 = λx0.

Note que x0 e y0 são não nulos, por pertencer à curva L2. Então, dividindo a primeira equação
acima por y0 e a segunda por x0, obtemos

λ = 4x0/y0 = 6y0/x0 ⇒ 2x2
0 = 3y20.

Substituindo na equação que define L1, obtemos 4x2
0 = 6y20 = α. Portanto, com P0 no primeiro

quadrante, temos

x0 =

√
α

2
, y0 =

√
α√
6
.

Substituindo esses valores na equação que definie L2, obtemos

√
6 = x0y0 =

√
α

2

√
α√
6
=

α

2
√
6

⇒ α = 12.

Assim, conclúımos que

x0 =

√
12

2
=

√
3 e y0 =

√
12√
6

=
√
2.

Questão 2: (2.5 pontos)
Calcule o limite abaixo, caso exista. Justifique.

lim
(x,y)→(3,0)

(x− 3)2 + y2

2−
√

x2 − 6x+ y2 + 13
.

Solução:

Veja que x2 − 6x + y2 + 13 = (x − 3)2 + y2 + 4. Assim, multiplicando e dividindo por 2 +
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√

(x− 3)2 + y2 + 4 obtemos que

lim
(x,y)→(3,0)

(x− 3)2 + y2

2−
√

x2 − 6x+ y2 + 13

= lim
(x,y)→(3,0)

(

(x− 3)2 + y2
)(

2 +
√

(x− 3)2 + y2 + 4
)

4− ((x− 3)2 + y2 + 4)

= lim
(x,y)→(3,0)

(

(x− 3)2 + y2
)(

2 +
√

(x− 3)2 + y2 + 4
)

−(x− 3)2 − y2

= lim
(x,y)→(3,0)

−
(

2 +
√

(x− 3)2 + y2 + 4
)

= −4.

Questão 3: (2.5 pontos)
Encontre os valores máximos e mı́nimos da função f(x, y) = xy na região

D = {(x, y) ∈ R
2 | x2/8 + y2/2 ≤ 1}.

Solução:

Observamos que f é cont́ınua e que D é fechado e limitado. Logo, f tem pontos de máximo
absoluto e de mı́nimo absoluto em D.

No interior de D: Como ∇f(x, y) = (y, x), vemos que o único ponto cŕıtico de f é (0, 0). Ora,
temos que

H(0, 0) =

∣

∣

∣

∣

∣

∂2f

∂x2 (0, 0)
∂2f

∂x∂y
(0, 0)

∂2f

∂y∂x
(0, 0) ∂2f

∂y2
(0, 0)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

0 1
1 0

∣

∣

∣

∣

= −1,

logo (0, 0) é ponto de sela.

Portanto, o máximo e mı́nimo absolutos de f em D são atingidos na fronteira.

Na fronteira de D: A fronteira de D é a elipse dada pela equação x2/8 + y2/2 = 1. Considere
g(x, y) = x2/8 + y2/2. Usando o método dos multiplicadores de Lagrange buscamos os pontos
(x, y) de D tais que ∇f(x, y) ‖ ∇g(x, y). Resolvemos o sistema











λy = x/4,

λx = y,

x2/8 + y2/2 = 1.

Temos que λ2x = λy = x
4
, ou seja, x(λ2 − 1

4
) = 0,⇒ x = 0 ou λ = ±1

2
.

Se λ 6= ±1
2
, então x = 0 e y = 0, mas o ponto (0, 0) não está na fronteira de D.

Se λ = 1
2
, temos x = 2y e

4y2

8
+

y2

2
= 1 ⇒ y2 = 1 ⇒ y = ±1.
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Obtemos os candidatos a pontos extremos (2, 1) ou (−2,−1).

Se λ = −1
2
, temos x = −2y e

4y2

8
+

y2

2
= 1 ⇒ y2 = 1 ⇒ y = ±1.

Obtemos os candidatos a pontos extremos (2,−1) ou (−2, 1).

Conclusão: Ao avaliarmos a função f nos candidatos, concluimos que o máximo valor de f em
D é 2 e é atingido na fronteira, nos pontos (2, 1) e (−2,−1); e o mı́nimo valor de f em D é −2
e é atingido na fronteira, nos pontos (2,−1) e (−2, 1).

Uma forma alternativa de analisar o comportamento de f na fronteira de D é parametrizar a
elipse x2/8 + y2/2 = 1 por r(t) = (

√
8 cos t,

√
2 sen t), com t ∈ [0, 2π] e encontrar os valores

máximo e mı́nimo da composta f(r(t)) = 4 cos t sent.

Questão 4: (2.5 pontos)

Considere a função f(x, y, z) = z
√

1− x2 − y2 + ln (ln z).

(a) Determine e esboce o domı́nio D da função f(x, y, z) em R
3.

(b) Em quais pontos (x, y, z) da superf́ıcie de ńıvel f(x, y, z) = k o vetor normal aponta na direção
do eixo z?

(c) Se G(t) = f(r(t)), onde r(t) = (x(t), y(t), z(t)), r(4) =

(√
3

2
, 0, e2

)

e r′(4) =

(√
3

e2
,

4

ln 4
, 2

)

,

calcule G′(4).

Solução:

(a) D = {(x, y, z) ∈ R
3; x2 + y2 ≤ 1, z > 1}, que é a região do espaço sobre e dentro do cilindro

circular reto x2 + y2 = 1, acima do plano z = 1.
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(b) O vetor ∇f(x0, y0, z0) é normal à superf́ıcie de ńıvel f(x, y, z) = k que passa pelo ponto
(x0, y0, z0).

Temos

∇f(x0, y0, z0) =

(

−x0z0
√

1− x2
0 − y20

,
−y0z0

√

1− x2
0 − y20

,
√

1− x2
0 − y20 +

1

z0 ln(z0)

)

.

Como o vetor normal tem a direção do eixo z, existe uma constante k tal que∇f(x0, y0, z0) =
k(0, 0, 1).

Logo, x0z0 = 0 ⇒ x0 = 0 ou z0 = 0. Mas, como z0 > 1, chegamos a x0 = 0.

Do mesmo modo, y0z0 = 0 ⇒ x0 = 0 ou z0 = 0. Mas, como z0 > 1, chegamos a y0 = 0.

Portanto, todos os pontos do tipo (0, 0, z0), para z0 > 1.

(c) Como f é de classe C1 em seu domı́nio D,

G′(4) = ∇f (r(4)) ◦ r′(4).

Temos

∇f(r(4)) = ∇f

(√
3

2
, 0, e2

)

=

(

−
√
3e2, 0,

1

2
+

1

2e2

)

.

Logo G′(4) = −2 +
1

e2
.
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