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TEMPO DE PROVA: 2h
Justifique todas as suas respostas e apresente seus calculos.
Questao 1: (2.5 pontos) \ , ,
g - Y

(a) Determine se existe o limite  lim  g(z,y). Justifique.
(z,5)—(0,0)

(b) Sabendo que existe, calcule o valor do limite  lim  h(z,y).

Considere as funcoes g(z,y) = e f(z,y) = g(x,y) + h(z,y).

(z,y)—=(1,1)
(¢) Encontre o valor de a de modo que, definindo f(1,1) = a, a fungdo f seja continua em (1, 1).
Justifique.
Solugao:
(a) Ao longo do caminho z = y obtemos
4 5

Ty x

li S A
(rvy)lg%O,O) 2 48 20 22(1 + 26)
z=y

Por outro lado, ao longo do caminho z = y* obtemos

. zy* oyt 1
lim = lim — = —.
(29)=(00) 22 +7y* =02y 2
e=y*
Logo, o limite nao existe.
(b) Ao longo do caminho x = y obtemos
—1)? —1)? —1)? —1)2 1 —1)?
D@D w14 1P (@D
@y)—-1n (x—1)2+(y—1)2 =1 2(x —1)? e 2(x —1)?
T=y

Assim, o candidato a limite é L = 1. Para mostrar que o limite de fato existe e é igual a
1, basta mostrar que lim, 4)—,1,1)(h(z,y) — 1) = 0. Ora,

=1 =1 = @ P = =17 (= Dy = 1)
(e =D+ (y— 1 (e =17+ (y— 17

h({L‘,y) —1=

Definindo F(z,y) = % e G(z,y) = (x — 1) temos que F ¢ limitada (0 <
F(z,y) < 1) e limg a1 G(z,y) = 0. Assim, pelo teorema do confronto, temos que
im0 (h(z,y) — 1) = limg a1 F(z,y)G(x,y) = 0, mostrando que

limzy)an bz, y) = 1.

(c) Para que f seja continua em (1, 1), precisamos que

a= lim T lim r,y)+ lim h(x
(z.y)— (11f( V)= (7y)ﬂ(1,1)g( v) (zy)—(1,1) (@9

Por uma parte, temos que lim ) 1.1) g(:c,y) 9(1,1) = % Por outro lado, temos que
i ) 11) (2, y) = 1. Assim, a =5 +1=

MIOJ
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Questao 2: (2.5 pontos)

Considere a funco f(z,y) = e* ~¥+¥°,

(a) Indique a diregdo que determina a maior taxa de crescimento de f no ponto (1,0). Qual é o
valor dessa taxa?

(b) Calcule a derivada direcional de f na diregao (1, 1) no ponto (1,0).

t
(¢) Considere a curva r(t) = (1,0) + —=(1,1), t € R, e a fung¢ao composta g(t) = f(r(t)). Calcule

V2
g'(0).

Solugao:

Para o item (a), a dire¢do de maior crescimento de f no ponto (1,0) é o vetor gradiente
Vf(1,0). Assim, Vf(z,y) = e (22 — y, —x + 2y) e logo Vf(1,0) = e'(2, —1).

O valor da taxa maxima de crescimento de f no ponto (1,0) é |V £(1,0)|| = ev/5.

Para o item (b), u = (1,1) e logo %(1,0) =V£(1,0)- ﬁ =el(2,-1)- %(1, 1) =%
Para o item (c), pela regra da cadeia ¢'(t) = V f(r(t))-7'(t). Logo, ¢’'(0) = V f(r(0))-7'(0) =
Vf(1,0)- %(1, 1) = - Esta € outra maneira de calcular a derivada direcional do item ii)

ja que a curva r(t), em t = 0, passa por (1,0) e tem vetor velocidade unitario %(1, 1).

Questao 3: (2.5 pontos)
Dada a superficie de equagao az® — bxy + cos (z3) — €* = 0, para quais valores positivos de a e b o
seu plano tangente no ponto Py = (b, a,0) é paralelo ao plano x — 2y — z = 1.

Solugao:

A superficie definida pela equagdo acima é uma superficie de nivel da funcao F(z,y,z) =
ax? — bry + cos (23) — e*. Como F(Py) =0e

VE(x,y,z) = (2@3: — by, —bx, —32% sen (z3) — ez) — VF(PR) = (ab, —b*, —1),

segue que o plano tangente a superficie de nivel em F, é paralelo ao plano z — 2y — z = 1 se
e somente se VF(Py) é paralelo a i = (1, -2, —1), isto é, existe A € R tal que (ab, —b?, —1) =
A(1,—-2,—1). Comparando as componentes, obtemos que A = 1, ab = 1 e —b*> = —2. Dessa
forma os valores possiveis de a e b sao,

|G

1
b2:2 — b:ﬂ:} a:g:

Questao 4: (2.5 pontos)
Desejamos fabricar um cilindro circular reto de raio r e altura h. Usando o método dos multipli-
cadores de Lagrange, encontre o volume méximo do cilindro quando sua drea (incluindo as duas
tampas) ¢ de 20 unidades de érea.

Dica: Lembre que a drea lateral de um cilindro circular reto de raio r e altura h é 2zwrh, e o volume é mr2h.
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Solugao:

O volume do cilindro é V(r,h) = 7r?h. A &rea lateral do cilindro é 27rh, e incluindo ambas
‘tampas’, a restrigdo de drea estd dada pela fungao g(r,h) = 27rh + 27r? — 20 = 0. Temos
que Vg(r,h) = (2rh + 47r, 27r) que 86 se anula em (0,0), mas esse ponto esta fora da curva
g(r,h) =0.

Pelo método de multiplicadores de Lagrange, procuramos pontos (x,y) que verificam a restrigao
e tais que VV (z,y) + AVg(x,y) = 0. Logo temos que resolver o sistema

2nrh + A27h + 47r) =0
2 + \(27r) =0
2rrh + 272 — 20 =0

Da segunda equagao se obtém 7 = 0 (incompativel com a terceira equacao) ou A = —%. Subs-
tituindo na primeira equagao obtemos wrh — 27r? = 0, ou seja r = 0 (descartado) ou 2r = h.

Substituindo na terceira equacdo temos 6772 = 20, ou seja r = %. Logo h = 2 % e o
volume maximo é % %.
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