Instituto de Matematica - IM/UFRJ
MAC128 — Calculo Diferencial e Integral 2 2019.2

Gabarito Prova Final - Escola Politécnica / Escola de Quimica -26,/11/2019

Todas as respostas deverao ser devidamente justificadas. Respostas sem justificativas
nao serao consideradas.

Questao 1: (1.5 ponto)
Determine y = y(t) solucao geral da equacao

y" + 6y +9y =0,

e calcule limy_, o, y(1).

Solucao:

A equacao caracteristica dessa EDO é
4+ 6r+9=(r+3)*=0,

e a raiz (dupla) é r = —3. A solucao geral da EDO é, portanto,

y=y(t) = cre " + cote ™,

Calculemos o limite quando t — 4o00:

lim y(t) = lim cre 3t feogte™ = lim cre ' 4+ lm cote ™ =0,
t=+oo t=r+00 t—+o0 t—4o0
onde o segundo limite deve ser calculado usando a regra de 'Hopital. A justificativa para o

primeiro limite é que a fungdo exponencial tende a zero em —infinito.

Questao 2: (1.5 ponto)

Considere P(t) uma populacao de cardume de peixes em certo lago, medida em centenas de milhares
de peixes em t anos. Os peixes sao pescados com certa frequéncia e dada suas taxas de reproducao,
as populagoes evoluem de acordo com

P' = P(10 — P) — 25.
(a) Notando que P(10— P)—25 = —(P —5)?, qual a populagdo critica que este modelo nos fornece,

ou seja, qual constante C' é tal que P(t) = C é solugao da equagdo acima?

(b) Sabendo que P(0) = 3 (trezentos mil peixes), calcule quantos anos 7' teremos até a exting¢ao
dos peixes neste lago, ou seja, P(T) = 0.

Solucgao:

(a) A populagao critica que este modelo nos fornece é 500000 (quinhentos mil) peixes pois
P(t) = 5 satisfaz
P =0=—(5-5)%

(b) A equago é separavel e pode ser escrita como

Pl

m:L
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Apés inserir a condigdo P(0) = 3 obtemos

1 _ 1
P-5 = 2
logo
3— 10t
P(t) = .
1—2t

Portanto, se T'= 3/10 entao P(3/10) = 0.

A populagao de peixes estard extinta em 7' = 3/10 de ano.

Questao 3: (1.5 ponto)
Determine a equagao de um elipséide que passe pelo ponto (0, 1, \/6) e intersecte o plano {z = 0},
na elipse z2 + y?/4 = 1.

Solucao:

Uma equagao de elipsoide é

Fazendo z = 0 obtemos

logo escolhemos a =1 e b = 2.

Substituindo (0, 1,1/6) na equacao para o elipséide vem

0,1 6 _,
1 22 2 7

Consequentemente ¢ = 8.

A equacao de um elipsbéide como solicitado é

2?+ A+ 228 = 1.

Questao 4: (2.0 pontos)
Considere a funcao

9—VaZ+y? P+ y?<4

b, 4 <2+ <16

f(r,y)Z{

(a) Determine o valor de b para que a fungao f(z,y) seja continua no ponto (0, 2);
(b) Faga o esbogo do gréfico de f(z,y) para b encontrado no item (a).

(c) Mostre que nao existe f,(0,2).

(d) A fungdo f(z,y) é diferencidvel em (0,2)7
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Solucao:

(a) Para que a fungao seja continua em (0, 2), devemos ter que

3 lim  f(z,y) = f(0,2) =9vV02+22=17.

(z,y)—(0,2)

Ao nos aproximarmos de (0,2) dentro da regido 4 < z? + y? < 16, vemos que se
Flim g ) (0,2) f(2,y) este tem de ser b. Portanto temos que ter b= 7.

(b) Esbogo do gréfico

(c) Considere

9_\/?7 9234
7, 4 <42 <16

Pela defini¢ao da derivada parcial, onde fazemos a coordenada x constante igua a 0, a
existéncia de f,(0,2) é equivalente a de F'(2). Mas F'(2%) =0, pois F(y) = 7se2 <y < 4,
e

_ Y
F/(Q ) = _W |y:2 =—1,

uma vez que F(y) =9 — 2 se —2 <y < 2.
Como 0 = F'(2%) # F'(27) = —1, temos que AF'(2) e entdo Af,(0,2).

(d) A funcdo f(z,y) nao é diferenciavel em (0, 2), pois nao existe f,(0,2).

Pagina 3 de 5




MAC128 — Calculo Diferencial e Integral 2 2019.2
Gabarito Prova Final - Escola Politécnica / Escola de Quimica -26/11/2019(continuagao)

Questao 5: (1.5 ponto)
Seja f(z,y) = v

(a) Determine a aproximagao linear L(z,y) de f no ponto (1,1).

(b) Avalie L(1.01,0.99) para assim calcular um valor aproximado de e(1-01)*=(0-99)

Solucgao:

(a) Temos que

L(z,y) = f(1,1) + fo(L, 1) (z = 1) + f, (1, 1) (y = 1),

2

x2—y? 22—
folz,y) = 22”7V | fy(z,y) = —2ye” V",

Portanto,

fLD)=e=1, f(1,1)=2, f,(1,1)= -2,

Lz,y)=1+2(zx—1) =2y —1)=1+2(z —y).

(b) Avalie L(1.01,0.99) para assim calcular um valor aproximado de e(1-01)*~(0-99)%

Temos entao

L(1.01,0.99) = 1+ 2(1.01 — 0.99) = 1 +2-0.02 = 1.04

Questao 6: (2.0 pontos)
Determine os valores e os respectivos pontos de maximo e de minimo da fungao f(z,y) = 2%y?

restrita a elipse % + 4y* = 8.

Solucao:

Os quatro pontos (£2v/2,0) e (0, £v/2) sdo pontos de minimo local, onde f = 0, e os quatro
pontos (2, +1) sdo pontos de maximo local, onde f = 4.

De fato, usando multiplicadores de Lagrange com a restrigio ®(z,y) = z? + 4y*> — 8 = 0,
precisamos resolver o sistema

Vf =)V,
o =0.

Isso nos leva ao sistema de trés equacgoes

2xy? = 2)\x
222y = 8y
x? + 49% = 8.

Pagina 4 de 5




MAC128 — Calculo Diferencial e Integral 2 2019.2
Gabarito Prova Final - Escola Politécnica / Escola de Quimica -26/11/2019(continuagao)

Se x = 0, entdo A = 0 e 4> = 2, 0 que nos leva as solucdes (0, £v/2). Se y = 0, entdo A =0 e
22 = 8, o que nos leva as solucoes (£21/2,0). Nesses quatro pontos, temos f = 0. Sdo pontos
de minimo porque f > 0 sempre. Se x,y # 0, entdo o sistema simplifica para y? = \, 22 = 4\,
2% 4 4y* = 8. Substituindo na ultima equacdo, temos 4\ + 4\ = 8, o seja, A =1, 92 =1 e
2? = 4. Tsso nos d4 os quatro pontos criticos (£2,+1). Nesses quatro pontos, f = x%y? = 4.
Como nao ha nenhum outro ponto critico, pois ja encontramos todas as solugoes das equacoes
de Lagrange, e a restricao ¢ um conjunto fechado e limitado, entao esses sdo, necessariamente,

pontos de maximo.
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