Instituto de Matematica - IM/UFRJ
MAC128 — Calculo Diferencial e Integral 2 2019.2
Gabarito Prova de 2a Chamada - Escola Politécnica / Escola de Quimica -10/12/201¢

Todas as respostas deverao ser devidamente justificadas. Respostas sem justificativas
nao serao consideradas.

Questao 1: (1.5 ponto)
Considere um tanque contendo inicialmente 80 litros de uma solu¢cdo com 125 gramas de soluto.
Entram, no tanque, 2 litros por minuto de agua pura e sai 1 litro por minuto da solu¢ao homogeneizada.
Qual é o volume da solug@o no tanque e qual é a massa do soluto no instante em que solugao alcanga
uma concentracao de 1 grama por litro dentro do tanque?

Solucao:

No instante em questao, o volume é de 100 litros e a massa do soluto é de 100g. De fato, seja
V(t) o volume da solu¢do no tanque em litros e seja m(t) a massa de soluto no tanque em
gramas, onde t indica o instante de tempo, em minutos. Considerando ¢ = 0 como o instante
inicial, temos V'(0) = 80 litros. Esse volume cresce a uma taxa temporal de V'(t) = 1 litro por
minuto, que é a diferenca entre o fluxo de entrada e o fluxo de saida. Assim, o volume ao longo
do tempo é dado por V(t) = 80 + ¢ litros. A massa de soluto inicialmente é de 125 gramas, i.e.
m(0) = 125, e ela decresce de acordo com a taxa m/(t) = —m(t)/V(t) gramas por minuto, ja
que m/V é a concentracdo em gramas por litro e o fluxo de saida é de 1 litro por minuto. A
solugdo geral da equagao separavel dm/dt = —m/(80 +t) é m(t) = C/(80 + t).

De fato, fazemos:

/dm_/ —di
m 0+t
Comom >0e 80+t >0, poist >0,

In(m) =—-In(80+t)+D =80 +t)"" + D

D
-1 -1 €
m(t) = eMEHTIHD _ D 0+

80+t

Reescrevemos C' = eP.

Observagao: podemos resolver poe fator integrante também.

Com a condigao inicial m(0) = 125, chegamos a m(t) = 10000/(80 +¢). A concentragao ao longo
do tempo é c(t) = m(t)/V () = 10000/(80 + ¢)*. Essa concentracio é igual a 1 grama por litro
quando 100 = 80 + ¢, ou seja, t = 20. Nesse instante, V(20) = 100 litros e m(20) = 100 gramas.

Questao 2: (1.5 ponto)
Considere a curva abaixo, descrita como intersecao de duas superficies:

4o +9y* =1

2_0,2
22641 9y.

Determine uma parametrizagao para esta curva que inicie no ponto A = (%, 0, e) e termine no ponto

B = (—%,0,6).
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Solucao:

Como (21)% + (3y)?* = 1, podemos fazer
cos? t—sen? t'

Como a curva inicia no ponto A = (3,0, ¢) e termina no ponto B = (—31,0, ¢), podemos tomar

2
t € [0,7].

Questao 3: (1.5 ponto)

Considere a regido  limitada pelas superficies S; : 22 = 2(z* +¢y*) e Sy : 22 —2? —y* =1, com
z > 0. Descreva a curva definida pela intersecao de Sy e So, para z > 0, e faca um esbogo da regiao
Q.

Solucgao:

Para determinar a curva C de intersecao de &; e Sy devem valer, ao mesmo tempo,

2 =2 +y%) e

22—t -yt =1,

Assim, temos
2 2 2

z

— e portanto 1=2"— — = —.

2 )

Como z > 0 vem 2z = /2. Donde 2% + 3% = 1.

x2+y2=

Concluimos que
C: (z(0),y(0),2(0)) = (cosh,send,\/2), 6 € [0,2n)
¢é a parametrizacao procurada.

A regido ) é a regiao entre um cone e um hiperboléide, no semi-espago {z > 0}, como pode ser
verificado no esbogo abaixo:
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Questao 4: (2.0 pontos)
Determine os valores de maximos e minimos de F(z,y,z) = 2% — 2z + 3y? + 522 restrita a bola de
raio 2: c(z,y,2) = 2% +y? + 22 < 4.

Solucgao:

Pontos criticos de F":

Fo=2r—-2=0, F,=6y=0, F,=102=0

Unico ponto critico é

(1,0,0)

que esta no interior da bola de raio 2, pois

(1)* 4+ 0% + 0% < 4.

Analizemos os pontos na fronteira da bola, onde
c(z,y,2) =22+ 2> +9y* = 4.

Usando Multiplicadores de Lagrange:

VF = (2z — 2,6y,10z) = A\Vec = \(2z, 2y, 22)

Caso y # 0, por ii) e iii):

A=3=2=0
Por i):
r—1=3z
2r=—-1 < z=-1/2
Por iv):

(—1/2)2+ 12+ 0 =4 < y=+V15/2
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Temos entao os pontos

(—=1/2,v/15/2,0) , (—1/2,—v/15/2,0)

Caso y = 0:
Subcaso z # 0:, por iii):

Por 1):

r—1=bx

dr=—-1 <= z=-1/4

Por iv):
(—1/4)24+ 0+ 22 =4 < z=463/4

Temos 2 pontos:

(—1/4,0,4/63/4) , (—1/4,0,—/63/4)

Subcaso z = 0: Por iv)

Temos 2 pontos:

Comparando os valores de F' nos pontos encontrados:
F(1,0,0)=1-2= -1

F(=1/2,4£V15/2,0) = 1/4 4+ 1+ 45/4 = 50/4 = 25/2
F(—1/4,0,4V63/4) =1/16 +1/2+5-63/16 = (9 + 315)/16 = 324/16 = 81/4 > 80/4 = 20

F(2,0,0)=4—4=0, F(=2,0,0,) =4+4=38

Portanto o maximo é 81/4 atingido nos pontos (—1/4,0, £+4/63/4) e o minimo é —1 atingido em
(1,0,0).

Questao 5: (1.5 ponto)
Encontre a equacdo do plano tangente ao hiperboléide z* — 2% — y* = 2 em (1,1,2). Determine se
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ele é paralelo ao plano x +y — 2z = 0, e caso nao seja, calcule o angulo entre estes planos.

Solucgao:

2

O hiperboléide é curva de nivel 2 de g(x,vy,2) = 22 — 2% — y?. Seu plano tangente em (1,1,2) é,

portanto, ortogonal a Vg(1,1,2).

Vg(:t, Y, Z) = (_21:7 _va 22{)7

vQ(L 17 2) = (_Qa _2a 4)

Portanto a equacao do plano tangente é:

Vg(1,1,2) - (z—1L,y—1,2—2)= -2z —1)—2(y—1)+4(2—2) =0
Temos que (1,1, —2) é uma normal ao plano = + y — 2z = 0. Ademais, Vg(1,1,2), que é uma

normal para o plano tangente ao hiperboléide z* —2? —y* =2 em (1,1,2), é multiplo de
(1,1,-2). De fato,

Vg(1,1,2) = (=2,-2,4) = —=2(1,1, -2).
Portanto os planos sao paralelos.
Extra: Note que podemos reescrever a equacao do plano tangente como
(—1)4+(y—1)—2(2—2)=0

ou
rT+y—2z=-2

Dai vemos claramente que este é paralelo ao plano x +vy — 2z = 0.

Questao 6: (2.0 pontos)
Determine os valores de maximos locais, minimos locais e pontos de sela da funcao

f(z,y) = 22 — 32y + 2y + 10.

Solucgao:

Calculamos os pontos criticos de f(z,y):

fo=62"-3y=0, f,=6y>—32=0

Dai,

Pagina 5 de 6



MAC128 — Calculo Diferencial e Integral 2 2019.2
Gabarito Prova de 2a Chamada - Escola Politécnica / Escola de Quimica -10/12/2019(continuacao)

Entao,

y =38y

Pornanto, y =0 ou y® = 1/8 < y=1/2.

Ou seja, os pontos criticos sao:

(0,0) e (1/2,1/2)

Calculamos:

f;t:c:]-zr ) fzy:_s ) fyy:12y

Entao temos

D(:E,y) = fxxfyy - (fﬂcy)Q = 144!L‘y -9

Como D(0,0) = —9 < 0 temos que (0,0) é ponto de sela.

Como D(1/2,1/2) =36 —9=25>0¢e f..(1/2,1/2) =6 > 0, temos que (1/2,1/2) é ponto de
minimo local.
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