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Questao 1: (1.5 ponto)
Sabendo que xp,(t) = Cie! + Cye, t € R é solucio geral de uma equacio homogénea da forma
2" 4+ bx’ + cx = 0, com b, c constantes, determine b e ¢ e encontre a solu¢ado geral da equagao
nao-homogénea =" + bz’ + cx = 8e3.

Solucao:

As constantes sao b = —4 e ¢ = 3 e a solugao geral da equagdo nao-homogénea é
z(t) = Cre' + Cye® + 4te™.

De fato, para que x, = Cie! + Coe’ seja solucio da equacdo homogénea, o seu polindmio
caracteristico deve ter raizes 1 e 3. Como o coeficiente do termo de segunda ordem z” é 1, isso
significa que o polindmio caracteristico deve ser p(r) = (r — 1)(r — 3) = r? — 4r + 3. Logo, a
equagao é x” — 42’ + 3z, de forma que b = —4 e ¢ = 3.

Agora, como e* ja ¢ solucao da equacao homogénea, devemos procurar uma solucio particular
da equagao ndo homogénea da forma z,(t) = Ate*. Derivando, temos

xh = (A+ 3At)e™,

zh = (6A + 9At)e™.

Assim,
xy — 4x), + 31, = (6A — 4A 4+ 9AL — 12At + 3At)e™ = 24¢™.

Para que z, seja solugao particular, devemos ter 24 = 8, ou seja, A = 4. Portanto, z,(t) = 43

¢é a solucao particular e
z(t) = Cre' + Cye® + 4te™

é a solugao geral da equagao nao-homogénea.

Questao 2: (1.5 ponto)
Considere o problema de valor inicial

v +alx)y=>b(z), 0<z<m, (1)
y(m/2) = 0.
Sabendo que u(x) = senx é um fator integrante desta equagao diferencial e que a solu¢do do
1
problema (1) é y = y(z) = se121x iy ache a(z) e b(x).

Solucgao:

Como p é fator integrante desta equacao temos p' = pa. Logo cos(x) = sen(x)a(x). Portanto

cos(x)

aw) =

~ sen(w)’

Usando novamente que pu é fator integrante desta equagdo obtemos

(u(x)y) = p(x)b(x),
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isto é,
(sen2 () 1

5 —5) = sen(z) b(z).

Logo
sen(x) cos(z) = sen(z) b(x).

Como z > 0 deduzimos que b(z) = cos(z).

Questao 3: (2.0 pontos)

Seja  a intersecdo das regices A = {(z,y, 2); 2% +y*> < 1}, B={(z,y,2);2 > 0} e C = {(x,y, 2); 2 >
Va? +y?}. (a) As fronteiras de A, de B e de C, respectivamente, sao superficies quadricas; identifique
cada uma delas. (b) Faca um esbogo da regiao €.

Solucgao:

(a.) A fronteira de A ¢ o cilindro circular reto {z? + y* = 1} paralelo ao eixo z.
A fronteira de B é o plano horizontal {z = 0}.

A fronteira de C é a porgdao do cone circular reto {z? + y?> = 22} que se encontra no
semi-espago {z > 0}.

(b.) Esbogo:

Questao 4: (1.5 ponto)

Uma particula se desloca ao longo de uma curva descrita por
r(t) = (tcos(t), tsen(t), £*), t>0.

Encontre a equacao para uma superficie quadrica S que contenha a curva. Identifique a quadrica.

Solucgao:

Observamos que, se (z(t),y(t), z2(t)) = (t cos(t),tsen(t),t2>, entao

()] + [y()]* = 12 = 2(t).
Logo a curva esta contida na superficie descrita pelas equacoes

z::BQ—I—yQ.
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Esta superficie é um paraboldide circular. Notamos que este paraboldide estd no semi-espago
z > 0.

Questao 5: (2.0 pontos)

Seja C uma curva com parametrizacao (x(t),y(t),z(t)), t € R, e suponha que as coordenadas
satisfacam as equacoes:

(a) Encontre férmulas explicitas para (z(t), y(t), z(t)).
(b) Encontre uma parametriza¢ao para a reta tangente a curva C no ponto Py = (2,0, 27 + 2).

(c.) Calcule o comprimento do trecho da curva C obtido restringindo-se o pardmetro ao intervalo
t € [—m,5n]

Solucgao:

(a) Temos que
2 +x=0,

com equacao caracteristica:
r?4+1=0,

portanto r = +i e a sulugao geral para z(t) tem a forma:

x(t) = Cy cos(t) + Cysen(t).

Como z(0) = C; = 0, temos:

2'(t) = Cycos(t)

de 2/(0) = —y(0) = 2 obtemos que 2'(0) = Cy = 2.

Portanto, z(t) = 2sen(t), y(t) = —2'(t) = —2 cos(t).
De 2/ =4, temos que z(t) = 4t + D, onde D = z(0) = 2.

Dai,

c(t) = (2sen(t), —2cos(t), 4t + 2).
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(b) Primeiramente indentificamos Py como ¢(ty):

Py =(2,0,21 4 2) = c(to) = (2sen(ty), —2cos(ty), 4ty + 2) < to=m/2.

Portanto uma parametrizacao da reta tangente pode ser dada por:

r(s) =c(m/2) + sd(7/2), s€R.

Calculando,

d(t) = (2cos(t),2sen(t),4)

d(m/2) =(0,2,4)

Dai,

r(s) =(2,0,2r +2) + 5(0,2,4) = (2,2s,27 + 2+ 4s), s€R.

(¢) O comprimento é:

L= /_5: 1¢(8)]|dt = /_5: J(@cos(t))? + (2sen(r))? + 42dt

5w
= | V20dt = V20t = 67v/20.

Questao 6: (1.5 ponto)
Considere uma curva C e um ponto Fj sobre a curva. O angulo 6y que a curva C faz com o eixo x
em Py ¢é definido pelas condigoes

— —

cos(fy) = w, 0<6y<m,

onde ¢; = (1,0) e 7 # 0 é um vetor tangente a C em P.
Seja C definida pelas equagoes paramétricas (x(t),y(t)) = (tsen(t),tcos(t)), —w/2 <t < 7/2.

Qual é o angulo que esta curva faz com o eixo z em Py = (0,0)7

Solucgao:
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Chamemos de 6, este dngulo. Para calcular 6, precisaremos de um vetor tangente a C em (0, 0),
v. Podemos usar 7 = (2/(0),4'(0)) = (0,1) e notemos que ||| = 1. Assim,

e1-vU
cos(6y) = ﬁeTl = (1,0) - (0,1) = 0.

Sabendo que 0 < 0y < 7 vem necessariamente

s
9025.
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