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Questao 1: (2.5 pontos)
3

t
Considere a curva C parametrizada por a(t) = (¢, —t* + 3, ?), teR.

(a) (0.5 ponto) Dé a equacao da reta tangente a curva C' no ponto (1,2,2/3);

Solucgao:

o' (t) = (1, —2t,2t?). Logo,

a(l) =(1,2,2/3) e &/(1) = (1,-2,2).

Assim, a equacao paramétrica da reta tangente é
r(s)=a(l)+sa’(1) =(1+5,2—2s,242s), se€R

(b) (0.5 ponto) Dé a equagao do plano normal a curva C' no ponto (1,2,2/3);

Solucgao:

O vetor normal ao plano é n = o/(1). Assim, a equacgao do plano normal &4 curva C' no
ponto (1,2,2/3) é

(1,-2,2) e (z — 1,y — 2,2 — 2) =0, isto §,

T—2y+2z+2=0.

(c) (1.0 ponto) Calcule o comprimento do arco da curva C' quando t varia de 0 a 1;

Solucgao:

/()| = /(1 + 2t2)2 = 1 + 2t%. Assim,

! 231" 5
L:/1+2t2dt:{t+—] =,
0 3 t=0 3

(d) (0.5 ponto) Dé a equagao do plano que contém os pontos «(0), a(—1) e a(1).

Solucao:

a(0) = (0,3,0), a(—1) = (—1,2,-2/3) e (1) = (1,2, 2/3).

Sejam u = a(—1) — a(0) = (-1 —1, —2/3)ev=0a(l) —a(0) =(1,—-1,2/3).
O vetor normal ao plano é n =u x v = (—5,0,2).

Assim, a equag@o do plano com vetor normal n contendo a(0) é

4
(—4/3,0,2) 8 (x,y —3,2) =0 = —§x+2220.

Pagina 1 de 4



Calculo Diferencial e Integral 1T - MAC128

Gabarito Primeira Prova Unificada - Escola Politécnica / Escola de Quimica
-26/04/2012(continuagao)

Questao 2: (3.0 pontos)
Solucione o problema de valores iniciais:

y"(t) + 25y(t) = 20 sin 5¢
y(0) =1, 4/(0) = 3.

Solucao:

Equagao homogeénea associada: y”(t) + 25y(t) = 0.
Equacao caracteristica: r +25=0 = r = £5:.
Solucao da equacao homogénea associada:

yn(t) = Cy sin(5t) + Cy cos(5t).

Solucao particular da equacdo ndo homogénea [y”(t) + 25y(t) = 20sin 5t

yp(y) = Atsin(5t) + Bt cos(bt).

y,(t) = (A — 5Bt)sin(5t) + (B + 5At) cos(5t).

Yy, (t) = (=108 — 25At) sin(5t) + (104 — 25Bt) cos(5t).

Assim, ) + 25y, = —10Bsin(5¢) + 10A cos(5t) = 20sin(5t). Logo, A=0e B = —2e

yp(t) = —2t cos(bt).

Solugao geral da equagao nao homogénea: y(t) = C4 sin(5t) + (Cy — 2t) cos(5t).
y'(t) = (—=5C + 10t) sin(5t) + (5C} — 2) cos(bt).

Usando os dados inicias, obtemos:

y(0)=Cy=1ey(0)=5C1—2=3 = C; =1.

Assim, a solugao do problema de valores iniciais é

y(t) = sin(bt) + (1 — 2t) cos(5t).
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Questao 3: (2.5 pontos)
A posicao de um objeto em cada instante ¢ > 0 é dada por a(t) = (z(t),y(t)), sendo que sua
velocidade vetorial satisfaz

6t — 3tz
/ — 2 > (.
o (t) = (t2+1 t\/y ) t>0

Supondo que «(0) = (3, 1), qual é a posicao do objeto no instante ¢t = 17

Solucgao:

As coordenadas da curva satisfazem as equacoes diferenciais

3t 6t
x:
2 +1 t2+1

y =2ty — 1.

A primeira equagao é linear e seu fator integrante é dado por u(t) = exp ( [ 74 dt) = (2+1)%/2.
Consequentemente, temos

x +

(22 +1)*22] = 6t(t? + 1)V2.

Integrando ambos os lados,
(t + 1)z =22+ 1)32 + C.

Portanto a solugao geral é
z(t) =2+ C(t* +1)73/2

Para satisfazer a condido inicial 2(0) = 3 tomamos C' = 1.

A segunda equacgao é separdvel. Ela tem duas solugbes. Uma constante y(¢) = 1 para todo ¢
(que satisfaz a condigao inicial y(0) = 1) e a outra é nao constante, obtida integrando-se

t2
2dt = Jy—1=—+K
/\/?J— 2

Usando a condi¢ao inicial y(0) = 1, obtemos K =0 e

t4
=14+ —.
y(t) =1+

Segue dai, que os possiveis vetores posi¢ao sao:
at) =24+ +1)7%21) = a(l) = (24272 1).
ou

t4
alt) =2+ E+1)2 1+ —

4) = a(l) = (2+27%2% 5/4).
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Questao 4: (2.0 pontos)
Considere as superficies

S1={(z,y,2) e R z:7—x2—y2} e Sy ={(z,y,2) € R z:xQ—l}.

(a) (1.0 ponto) Parametrize a curva C' dada pela intersecao das duas superficies S; e Ss.

Solucao:
22 P
Eliminado z nas equacaoes de S; e S5, obtemos T + T = 1 (elipse). Logo, a

parametrizacao da curva C' é

o(t) = (2cost,2v2sint, 4cos’t — 1), t € [0, 27].
————
1+2 cos(2¢)

(b) (1.0 ponto) Encontre a equacio paramétrica da reta tangente a C' no ponto Py = (v/2,2,1).

Solucgao:
o'(t) = (—2sint, 2v2cost, —8sintcost), t € [0, 2.
(2t)
—4sin(2t

Para t = 7/4, o(r/4) = (v/2,2,1) = Py e o'(n/4) = (=v/2,2, —4). Assim, a equacio
da reta tangente a C' no ponto Py é

r(s) = (V2 — V25,24 25,1 —4s), s € R.

Pagina 4 de 4 Boa proval



