Gabarito da Prova Final de Calculo IT 28/06/2011

Questao 1. (2,5 pontos) Encontre a solu¢ao y(x) do problema de valor ini-
cial
2 dy
(x* + 1)d— + 3zy = 6z, y(0) =1.
x

Prova: Podemos escrever a equacao na forma

dy _ 3x(2—y)
dr 22+ 1
que é separavel. (Como y(t) = 2 é solugao da equagao diferencial com

condigao inicial y(0) = 2, a nossa solugdo com condi¢ao inicial y(0) = 1
ira satisfazer y(t) < 2.) Entao

1 3x 3
——dy = —log(2 —y) = =log(z* +1) + C.
/Q_ydy /x2+1daf, 0g(2 —y) = glog(a” +1) +C

Podemos determinar agora a constante C' usando a condigao inicial y(0) = 1.
Botando x = 0 e ¥y = 1 na equacao anterior obtemos C' = 0. Continuando a
resolver a equagao

2—y=("+1)2, y=2—(2+1)%.

Nota: Também poderiamos ter usado o método do fator integrante para re-
solver a equacao diferencial.

Questao 2. Dada a superficie S; = {(x,y,2) € R®;, 2z = zy}, determine:

(a) (1,0 pontos) o ponto Py = (20, Yo, 20) sobre S; de modo que o plano tan-
gente a 51 em Fy seja perpendicular a reta o(t) = (4t+1,6t—2,1),t € R,

Prova: Temos: o'(t) = (4,6,1) =T.

A normal N{(P) a S em qualquer ponto P é: 7 f(P), onde f(z,y,z) =
xy — z. Portanto, N1(P) = (y,z,—1).

Plano tangente perpendicular a reta <= N;(P) = AT

Dai segue que Py = (—4, —6,24).

(b) (0,5 pontos) a equagao do plano tangente a Sy em B.
Prova: A equacao é:

(r+4,y+6,2—24)-(4,6,1) =0 <= do+06y+z=—28



(c) (1,0 pontos) Seja Sy = {(z,y,2) € R®; 2% +4y?=1}. Dé a equacio da
reta tangente a curva C' = S; NSy em P = (1/v2,1/v/2,1/2).

Prova: Seja g(z,y,2) = 2* + y?. A normal No(P) a Sy em P é dada
por: 7g(P) = (22,2y,0). Portanto, Ny(P) = (2/v/2,2/v/2,0)

A normal Ni(P) a Sy & (1/v/2,1/v/2,—1).

A tangente a C'= 51 NSy em P, é dada por

Ni(P)xNo(Py) = (1/v/2,1/v2, —=1)x(2/v2,2//2,0) = (2/V/2, —2//2,0).

Portanto, a equacao da reta tangente é:

r=1/V2+2/V2t, y=1/V2-2/V2t, 2=1/2, teR

Questao 3. Seja f uma funcao de 2 variaveis diferenciavel. Suponha que f
tem as seguintes derivadas direcionais:

D(§7§)f(47 2) —= 17 D( p) Q)f(47 2) — 2.
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(a) (1,0 pontos) Calcule as derivadas parciais de f no ponto (4,2).

Prova: As equagoes anteriores podem se escrever

-%235(4,2)<+-2§’§§(4 2) =
291 (4,9) — Y280 (4,2) =2

2 Ox 2 Oy

Resolvendo o sistema (somando e subtraindo as equagbes) obtemos
of 3 af 1
—(4,2) = —, —(4,2)=——.
5 b 2) 7 ay() 7
(b) (1,5 pontos) Considere a curva parametrizada por r(t) = (2, ¢sin (t3)), ¢ >
0. Calcule a derivada de f(r(t)) no instante ¢ = 2.

Prova: Sejam x = t? e y = tsin (t%). Notamos que t = 2 = (z,y) =
(4,2). Pela regra da cadeia, nos respetivos pontos,

df _ Ofdux L of of dy
dt — Oz dt dy dt

j_ \/_<sm< 7T>—|—754<3os (t%>>:%



Questao 4. Sejam f(x,y) = 2> +2y> —z e D = {(z,y) € R? 2% +¢* <
lex>0}.

(a)

(1,0 pontos) Determine e classifique os pontos criticos de f no interior
de D.

Prova: P = (x,y) é ponto critico <= 7 f(P) = 0. Portanto, P é
ponto critico

<= 0f/0x=20—1=0 e Of/0y=4y=0.

Dai, Py = (1/2,0) é o tinico ponto critico de f no interior de D.

Como A = 9%f/0x*(Py) =2 > 0 e (0%f/0x0y)* — AD*f/0y* = -8 < 0,
concluimos que Fy é um ponto de minimo relativo.

Obs.2 O critério de corregao foi:

Achou o ponto critico: equivale a 0,5 pontos.

Classificou o ponto: equivale a 0,5 pontos.

(1,5 pontos) Determine os valores maximo e minimo de f em D.

Prova: Observe que o dominio D é como na Figura 1. A fronteira
de D é a uniao de C e Cy, onde:

Ci={0,y);-1<y<1} e Cy={(n,y);2*+y*=1ex >0}

Assim, se for resolver por Lagrange, tem que montar dois sistemas:

{ Vf(r,y) = A gz, y) (1)
glz,y) =" +y* =1
(e g

Resolvendo (1), chegamos ao extremo P; = (1,0).

Resolvendo (2), chegamos aos pontos P, = (0,1) e Py = (0, —1).
Comparando: f(Fy) = —1/4, f(P) =0, e f(P)=f(P;)=2.
Assim: P, é ponto de minimo absoluto, P, e P3 sao pontos de maximos
absolutos de f em D.

Obs.1 Poderia ser resolvido por substituicao.
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Figure 1: O dominio D.

Obs.2 O critério de correcao foi:

montou e resolveu os dois sistemas equivale a 1,5 pontos.

montou e resolveu certo um dos sistemas equivale a 0, 8 pontos.
montou e resolveu certo um dos sistemas e parte do outro equivale a
1,2 pontos.



