Gabarito da 22 Prova Unificada de Calculo IT 16/06,/2011

Questao 1. (2,5 pontos) Determine, justificando, os pontos de continuidade

da fungao
o) = 1 (—W) s (2,y) # (0,0)
1 se (z,y) = (0,0)

Prova: Para (z,y) # (0,0) a funcdo f é continua pois é formada pelo quo-
ciente e composicao de fungoes continuas, nomeadamente, polindémios, raiz
quadrada e cosseno. Vamos ver que

/6 & g2
VY (1)

im
(z,y)—=(0,0) 22 + y?

e portanto, sendo o cosseno uma funcao continua,

6 1 74,2 6 1 4,2
lim0 ) cos <M> = cos (( lim M) = cos(0) =1 = £(0,0)

(z,y)—( x? + 12 zy)—(00) 12 4 y?

e portanto f também é continua na origem. Para mostrar (1) notamos que

6+ 44,2 2 2
VvVt +atyr /—x2+y2 0< 5 <

xQ—i—yQ —a:2+y2

logo

/ 6+ 4,,2
0< # <yVz4+y? — 0
vty (z,y)—(0,0)

e pelo teorema do confronto obtemos (1).

Questao 2. Seja S a superficie dada pela equacdo F(z,y,2) = 0 onde F ¢é
uma funcao diferenciavel.
(a) (1,0 pontos) Assuma que a curva dada por r(t) = (2¢,t* cos(5t)), t € R,
interseta perpendicularmente a superficie S no ponto (2,1,0). Calcule
o plano tangente a S no ponto (2, 1,0).

Prova: No ponto (2,1,0), o vetor tangente a curva C' é vetor normal da
superficie S. Temos 7/(t) = (2,2t, —F sin(5t)). Como r(t) = (2,1,0) <
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t = 1, consideramos r'(1) = (2,2, —7%) e o plano tangente a S no ponto
(2,1,0) é dado por

2(3:—2)—1—2(3/—1)—%2:0 & 2:6‘—1—23/—%2:6.

(b) (1,5 pontos) Seja f(x,y) a fun¢do dada implicitamente por

F(z,y,2) =0 < 2= f(z,y).

I%

Seja g(u,v) = f(4uv,u® + v?). Calcule gu(\f, 22) e Qv(i, \/75)

Prova: Vamos usar a regra cadeia com x = 4uv e y = u? + v?%:

ag of Ox 0f8y_8f of
ou 8x8u+8y8u 8904 +8y2

Como (u,0) = (42, L) & (2,y) = (2,1) fiea (2, 22) = £.(2,1)2/3+
f,(2,1)3/2. Para calcular as derivadas parciais f,(2,1) e f,(2,1) pode-

mos resolver em ordem a z a equagao do plano tangente encontrado na
alinea anterior:

4 4 12
Z=—-+ —y - —
T ™
e entao fx(251) 7r7 fy(2 1) ; resultando QU(§7§) = —127\1_@' Do

mesmo modo podemos calcular gv(‘g, %) = 127‘[

Nota: Alternativamente, podemos obter as derivadas parciais de f a
partir das férmulas de derivacao implicita f, = —F,/F,, f, = —F,/F.
e, como VF(2,1,0) é vetor normal a S, VF(2,1,0) = Ar'(1).

Questao 3. Considere a funcao f(z,y) = (22 — y2)e 2@ ") para (z,y) €
R2.
(a) (1,0 pontos) Calcule os pontos criticos de f.

Prova:
fo=a@—2? +y2)e 2 f = y(=2— 2?4+ yP)e 2
fo=0e z=00u2—-22+¢>=0
Se £ = 0 entao:

fy=0 < Yy’ —2)=0 < yZOOuy::l:ﬂ
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Isto &, obtivemos as solucdes (0, 0), (0, £v/2).

Se 2 — 2% + y? = 0 entdo:
fy,=0 ¢ y=00u —2—212°+y*=0 (Impossivel) < y=0
Entdo 22 = 2 e obtemos as solugdes (++/2,0).

Portanto, existem 5 pontos criticos: (0,0), (0, £v/2), (£v/2,0).

(b) (1,5 pontos) Classifique os pontos criticos de f em pontos de maximo
local, minimo local ou selas.

Prova: Vamos usar (se possivel) o teste da segunda derivada.
2 51, + y + I x2y2)6—%(m2+y2)

= (
= (=2 — 2% + 592 — y* — a?yP)e 2@ HY)
= (Py — zy®)e” 3(@ 2+y ).

' —4 < 0 logo (0,0) é um ponto de sela.

4t 0
o D(0,+V2) = 60 fo]

pontos de minimo local.

—4et 0
o D(£V/2,0) = Oe e

sao pontos de maximo local.

> 0 e de™' > 0 logo (0,£v/2) sio

> 0 e —4e™' < 0 logo (+£v2,0)

Questao 4. (2,5 pontos) Encontre, caso existam, os pontos de maximo e
minimo absolutos de f(x,y,z) = 4x — y + 2z, para (x,y, z) pertencentes
a curva C que é dada pela intersecao do cilindro 2% 4+ 3> = 5 e o plano
20+ 3y + 22 = 0.

Prova: Note que C' é uma curva fechada. Como f é uma funcao continua e C'
¢ um conjunto limitado e fechado, f tem maximo e minimo absolutos em C.
Vamos aplicar o método dos multiplicadores de Lagrange com 2 restrigoes.
Sejam

glx,y, 2) = 2> + 9%  h(z,y,2) =2x + 3y + 2z
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Vamos resolver o sistema

(4 = X2z + 12 (1)
Vf=AVg+ uVh —1=X2y+ pu3 (2)
?+y*=5 S 2=0+p2 (3)
20 +3y+22=0 ?+y*=5 (4)
2243y +22=0  (5)

De (3) tiramos que p = 1. De (1) e (2) tiramos que x = 1/A e y = —2/\.
Botando em (4) obtemos 1/A> +4/M? =5\ =1& \ = +1.
A=+4+1l:2z=1y=—-2¢,de (5), z=2.

A=—1l:z=-1,y=2e,de (), z=—-2.

Como f(1,-2,2) = 10 e f(—1,2,—2) = —10, concluimos que (1,—2,2) é
ponto de méximo absoluto e (—1,2, —2) é ponto de minimo absoluto.



