Gabarito da Prova Final Unificada de Calculo 11
25/06,/2009

O valor da 1* Questao é: 2,0 pontos; da 2* Questao é: 2,0 pontos; da 3* Questao é 3,0 pontos e da 4°
Questao é 3,0 pontos.

1¢ Questao: (a)(valor 0,5 pontos) A equacdo y' +y = 3e”, é linear de primeira ordem com fator
integrante I(z) = e®. Multiplicando ambos lados da equacao por I(z), temos (ey) = 3¢** , integrando

nos leva a ey = 561 + C, C € IR. Portanto, a solugao geral da equagao diferencial é

y(z) = gew +Ce ", CeR.

(b) (valor 0,3 pontos) A equacgdo caracterfstica da edo é 72 + 1 = 0 que tem rafzes +i. Logo a solugao
geral da equacao complementar é

yo = Acosz + Bsenz, A,Be€R.
(¢) ( valor 0,7 pontos) Consideramos a solugao particular
yp(x) = (M cosz + N senx) + K cos(3z) + Lsen (3z)

entao
Yp(z) = M cosz + Nsenz 4+ z(—Msenx + N cosz) — 3K sen (3x) + 3L cos(3z)

Yy, (r) = —2M senx + 2N cosx 4 x(—M cosz — N senxz) — 9K cos(3z) — 9L sen (3z),

substituindo na equacao diferencial, temos
Yy 4+ yp = —2M senx 4 2N cosz — 8K cos(3x) — 8Lsen (3z) = 8cos(3x) — 2senz,

dai temos as igualdades
M=1, N=0, K=—-1eL=0.

Portanto, uma solugao particular é dada por
yp(x) = = cosx — cos(3z).
(d) ( valor 0,5 pontos) De (b) e (¢) a solugao geral da edo é
y(z) = ye(x) + yp(x) = Acosz + Bsenx + x cosz — cos(3x)

y'(x) = —Asenz + Bcosz + cosx — x senx + 3sen (3x),

usando as condiges iniciais temos
y(n/2)=B=-1, y'(n/2)=—-A—m/2 3= -3,
logo A= —7/2e B=—1. A solugao do problema de valor inicial é

y(x) = —(7/2) cosx — senx + x cosx — cos(3x).

22 Questao: (a) ( valor 0,5 pontos) A equacgio diferencial para a populacao P(t) é dada por

apP(t) _
= aP(t)



Cuja solugio é P(t) = Pye™, onde Py = P(0).
(b) ( valor 0, 5 pontos) Para P(8) = 2P, é preciso que o = £ In 2.
(¢) (valor 0,7 pontos) A nova equagao diferencial para a populagéo é

%it) = (cost.sent — 1) P(t),

a qual é uma edo de variaveis separaveis
dP 1
/ - = /(cost.sent —1)dt= /(5 sen 2t — 1) dt,

1
In|P|=InP = ~1 cos(2t) —t+C, P> 0.

integrando temos

Fazendo t = 0, segue

1 1
lnP(O):—Z—l—C, ou CzlnPO—i—Z,
onde Py = P(0). Daf segue

1 2t —1 1
() m(P/Ry) =t~ XDy e,

ou equivalentemente,
2
P(t) = Pyez> =t py = P(0).

1
Observacio: em (*) usamos a igualdade trigonométrica sen ?t = 5(1 — cos 2t).
(d) ( valor 0,3 pontos ) De (c) segue: P(8) = Ppe sen”(8)=8.
Por hipétese Py = (P(8))? = Pozese“Q(S)_w, isto implica

_ 2
Py = 616 sen (8).

3% Questao: (a) (valor 0,6 pontos) As derivadas parciais de f(z,y) sdo

fo=— 9z
B\ 42— 922 — 42
fu=- <
Y V342 =022 — 4y
1 3 1 8
Logo, f:(=,2)=——= ¢ - 2)=———.
g [ (3 ) 5v3 fy(3 ) 53
Portanto, a equagao do plano tangente ao gréfico de f em Py = (3,2, %) é
) 3 1 8
— e (p—3) - —— (y—2).
7 5\/5( 3) 573 (y—2)
1
(b)(valor 1,2 pontos) F(s,t) = f(z(s.t),y(s,t)), onde x(s,t) = 552 —t e y(s,t) = 2se3.
or 2 Oz Oy 3t Oy 3¢
os 37 ot as o F



Para calcular a derivada direcional de F'(s,t) em (1,0) na dire¢ao do vetor @, devemos calcular o gradiente
de F em (1,0). Observamos que:

_1 o 9T N2 9 1 v —ee g0 =
I(l,O)—g,y(l,O)—Q, 88(170)_37 at(LO)_ 17 88(170)_2€at(170)_6
Usando a regra da cadeia
OF B 1 ox 1 dy 18
5(1,0) = fm(gﬂ) @(170) +fy(§a2) g(lao) =53
e
oF B 1 Oz 1 y _ 45
E(LO) = fr(§a2) a(lao) +fy(g,Q) E(la ) = 53
Assim 18 45
VF(1,0) = (———, ———).
(1,0) = ( 573 5\/3)
Portanto 18 45 1 ! 63
DgF(1,0) = ( ). ( )=—

5v3 5vETV2IVE 5B

(¢) (valor 0,6 pontos) Devemos encontrar & > 0 tal que a curva C' seja descrita como f(x,y) = k, onde

f(l,%) = k. Temos
f173\/§ Ckou (RO
2 3

daf concluimos k = v/2. Portanto, a curva C' é a curva de nivel k = v/2 de f que pode ser reescrita como

42 — 92?2 — 492 x2 P
— =2 ou —+==1.
3 4 9

Portanto, C' é a elipse com centro na origem e com semi-eixos 2 e 3, respectivamente.

(d)(valor 0,6 pontos) A curva C' é, também, a curva de nivel de g(z,y) = % + g parao nivel 1.

Daf segue que Vg(P,) é ortogonal a C em P,

Vil = (5.2 e Vo2 =103

Logo as equagoes paramétricas da reta normal a C' em P, serao
=1+ %t
y=3¥8 4 Bt oo <t < +oo.

42 Questao: (a)( valor 0,8 pontos) i) * = k: z = k? + 32, pardbola.

ii)y=k: z=a2+k?2 pardbola.

ili)z=k: k=0, 0=a2+1y% aorigem.

Se k<0, k=ax2+4y?% -conjunto vazio.

Se k>0, k=a%+1y? circunferéncia de raio V.

De i), ii) e iii) concluimos que a superficie S; é um paraboléide circular (ou de revolucao) de eixo z.

(b)( valor 1,0 pontos) A distancia de um ponto (z,y, z) ao plano xy é dada por d(z,y, z) = |z|, mas esta
nao diferencidvel logo nao pode ser usada. Como os pontos de extremo de d(z,y, z) sd0 0s mesmos que
os da fungao f(x,vy, 2z) = 22, entdo, aplicamos o método dos multiplicadores de Lagrange a f(x,vy, z) = 2°
com as duas restrigdes g(z,y,2) = 22 +y?> — 2 = 0 e h(x,y,2) = 2z +y + 2z = 10. Para isso, devemos
resolver o sistema . . .

Vi(x,y,z) = AVg(x,y,z) + uVh(x,y,z)



com as restrigoes
9($»y72)=x2+y2—z=0 e h($7y7z):2x+y—|—,z:]_0

Em outras palavras, devemos resolver o sistema:

0=2\z+2u (
0=2 y+pu (2)
22=—-A+p (3)
2 +yP—2=0 (4)
2e+y+2=10 (5)

Das equagoes (1) e (2) segue: 2A(—2y + ) = 0, isto implica A = 0 ou z = 2y.

(i) A = 0 implica que p = 0 e entdo z = 0, substituindo na equagao (4) segue: * = y = 0, absurdo, desde
que (0,0,0) néo satisfaz a equagao (5).

(ii) Substituindo x = 2y nas equagdes (4) e (5), temos 5y + 5y — 10 = 0, portanto y = —2 ou y = 1.
Assim, P, = (—4,-2,20) e Py = (2,1,5) sao os pontos da curva C (elipse) onde a funcao d(zx,y, z)
(distancia ao plano xy) assume seus valores maximo d(P;) = |20| = 20 e minimo d(Fy) = [5| = 5,
respectivamente.

(c)(valor 0,7 pontos) A projegao da curva C no plano zy é dada pela circunferéncia

1 45
1)2 T2 @
(@+1)"++5)" =,
. ~ e - 3 1 3
cujas equagoes paramétricas sao: r = —1 + 5\/5cos t, y= 3 + Qﬁsen t, 0<t<2m.

Logo, a curva C tem equagbes paramétricas

3 1 3 25 3
z:—1—|—§\/5cost, y:—§—|—§\/5sent, 2:3—3\/5c0st—§\/5sent, 0<t< 27,

ou

3 1 3 25 3
7(t) = (-1+4 5\/500575, ~3 + 5\/5861175, 5 3v/5cost — 5\/Ssent), 0<t<2m.
(d)(valor 0,5 pontos) Do item (b) Py = (2,1,5) é o ponto da curva C mais préximo do plano zy,
S 1
observamos que 0Py = 7(to), onde to satisfaz: costy = — e senty =

V5 V5

3 3 3
Fl(t) = (—5\/gsent, Ex/gcost, —5\/500st + 3v/5sent).

Por outra parte,

Entao o vetor tangente a C no ponto Py é

Assim,

3
x:Zfit, y=143t, 2=5, —o0<t<+o0,

sdo equagbes paramétricas da reta tangente a C em Py = (2,1,5).

Outra forma de encontrar um vetor tangente a C' é obtendo o produto vetorial dos vetores normais a Sp
e a Sy, no ponto Py. Para encontrar estes vetores normais, escreve-se S; e So como superficies de nivel
de fungoes de trés variaveis e calcula-se o gradiente, em cada caso.



