
Gabarito da Prova Final Unificada de Cálculo II
25/06/2009

O valor da 1a Questão é: 2,0 pontos; da 2a Questão é: 2,0 pontos; da 3a Questão é 3,0 pontos e da 4a

Questão é 3,0 pontos.

1a Questão: (a)(valor 0,5 pontos) A equação y′ + y = 3ex, é linear de primeira ordem com fator
integrante I(x) = ex. Multiplicando ambos lados da equação por I(x), temos (exy)′ = 3e2x , integrando

nos leva a exy =
3
2
ex + C, C ∈ IR. Portanto, a solução geral da equação diferencial é

y(x) =
3
2
ex + Ce−x, C ∈ IR.

(b) (valor 0,3 pontos) A equação caracteŕıstica da edo é r2 + 1 = 0 que tem ráızes ±i. Logo a solução
geral da equação complementar é

yc = A cos x + B sen x, A, B ∈ IR.

(c) ( valor 0,7 pontos) Consideramos a solução particular

yp(x) = x(M cosx + N senx) + K cos(3x) + L sen (3x)

então
y′p(x) = M cos x + N sen x + x(−M senx + N cosx)− 3K sen (3x) + 3L cos(3x)

y′′p (x) = −2M senx + 2N cosx + x(−M cosx−N sen x)− 9K cos(3x)− 9L sen (3x),

substituindo na equação diferencial, temos

y′′p + yp = −2M sen x + 2N cos x− 8K cos(3x)− 8L sen (3x) = 8 cos(3x)− 2 sen x,

dáı temos as igualdades
M = 1, N = 0, K = −1 e L = 0.

Portanto, uma solução particular é dada por

yp(x) = x cosx− cos(3x).

(d) ( valor 0,5 pontos) De (b) e (c) a solução geral da edo é

y(x) = yc(x) + yp(x) = A cos x + B sen x + x cos x− cos(3x)

y ′(x) = −A sen x + B cosx + cos x− x senx + 3 sen (3x),

usando as condio̧es iniciais temos

y(π/2) = B = −1, y ′(π/2) = −A− π/2− 3 = −3,

logo A = −π/2 e B = −1. A solução do problema de valor inicial é

y(x) = −(π/2) cos x− sen x + x cosx− cos(3x).

2a Questão: (a) ( valor 0,5 pontos) A equação diferencial para a população P (t) é dada por

dP (t)
dt

= αP (t)
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Cuja solução é P (t) = P0e
αt, onde P0 = P (0).

(b) ( valor 0, 5 pontos) Para P (8) = 2P0 é preciso que α = 1
8 ln 2.

(c) (valor 0,7 pontos) A nova equação diferencial para a população é

dP (t)
dt

= (cos t. sen t− 1)P (t),

a qual é uma edo de variáveis separáveis
∫

dP

P
=

∫
(cos t. sen t− 1) dt =

∫
(
1
2

sen 2t− 1) dt,

integrando temos

ln |P | = ln P = −1
4

cos(2t)− t + C, P > 0.

Fazendo t = 0, segue

ln P (0) = −1
4

+ C, ou C = ln P0 +
1
4
,

onde P0 = P (0). Dáı segue

(∗) ln(P/P0) = −t− 1
2

(cos 2t− 1)
2

= −t +
1
2

sen 2t,

ou equivalentemente,
P (t) = P0e

1
2 sen 2t−t, P0 = P (0).

Observação: em (*) usamos a igualdade trigonométrica sen 2t =
1
2
(1− cos 2t).

(d) ( valor 0,3 pontos ) De (c) segue: P (8) = P0e
1
2 sen 2(8)−8.

Por hipótese P0 = (P (8))2 = P 2
0 e sen 2(8)−16, isto implica

P0 = e16− sen 2(8).

3a Questão: (a) (valor 0,6 pontos) As derivadas parciais de f(x, y) são

fx = − 9x√
3

√
42− 9x2 − 4y2

fy = − 4y√
3

√
42− 9x2 − 4y2

.

Logo, fx(
1
3
, 2) = − 3

5
√

3
e fy(

1
3
, 2) = − 8

5
√

3
.

Portanto, a equação do plano tangente ao gráfico de f em P0 = ( 1
3 , 2, 5√

3
) é

z − 5√
3

= − 3
5
√

3
(x− 1

3
)− 8

5
√

3
(y − 2).

(b)(valor 1,2 pontos) F (s, t) = f(x(s.t), y(s, t)), onde x(s, t) =
1
3
s2 − t e y(s, t) = 2se3t.

∂x

∂s
=

2
3
s,

∂x

∂t
= −1,

∂y

∂s
= 2e3t,

∂y

∂t
= 6se3t.
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Para calcular a derivada direcional de F (s, t) em (1, 0) na direção do vetor ~u, devemos calcular o gradiente
de F em (1, 0). Observamos que:

x(1, 0) =
1
3
, y(1, 0) = 2,

∂x

∂s
(1, 0) =

2
3
,

∂x

∂t
(1, 0) = −1,

∂y

∂s
(1, 0) = 2 e

∂y

∂t
(1, 0) = 6.

Usando a regra da cadeia

∂F

∂s
(1, 0) = fx(

1
3
, 2)

∂x

∂s
(1, 0) + fy(

1
3
, 2)

∂y

∂s
(1, 0) = − 18

5
√

3
e

∂F

∂t
(1, 0) = fx(

1
3
, 2)

∂x

∂t
(1, 0) + fy(

1
3
, 2)

∂y

∂t
(1, 0) = − 45

5
√

3
.

Assim
~∇F (1, 0) = (− 18

5
√

3
,− 45

5
√

3
).

Portanto
D~uF (1, 0) = (− 18

5
√

3
,− 45

5
√

3
).(

1√
2
,

1√
2
) = − 63

5
√

6
.

(c) (valor 0,6 pontos) Devemos encontrar k ≥ 0 tal que a curva C seja descrita como f(x, y) = k, onde
f(1, 3

√
3

2 ) = k. Temos

f(1,
3
√

3
2

) = k ou

√
42− 9− 27

3
= k,

dáı concluimos k =
√

2. Portanto, a curva C é a curva de ńıvel k =
√

2 de f que pode ser reescrita como

42− 9x2 − 4y2

3
= 2 ou

x2

4
+

y2

9
= 1.

Portanto, C é a elipse com centro na origem e com semi-eixos 2 e 3, respectivamente.

(d)(valor 0,6 pontos) A curva C é, também, a curva de ńıvel de g(x, y) =
x2

4
+

y2

9
para o ńıvel 1.

Dáı segue que ~∇g(P2) é ortogonal a C em P2,

~∇g(x, y) = (
x

2
,
2y

9
) e ~∇g(1,

3
√

3
2

) = (
1
2
,

√
3

3
).

Logo as equações paramétricas da reta normal à C em P2 serão




x = 1 + 1
2 t

y = 3
√

3
2 +

√
3

3 t, −∞ < t < +∞.

4a Questão: (a)( valor 0,8 pontos) i) x = k : z = k2 + y2, parábola.
ii) y = k : z = x2 + k2, parábola.
iii) z = k : k = 0, 0 = x2 + y2, a origem.
Se k < 0, k = x2 + y2, conjunto vazio.
Se k > 0, k = x2 + y2, circunferência de raio

√
k.

De i), ii) e iii) concluimos que a superf́ıcie S1 é um parabolóide circular (ou de revolução) de eixo z.

(b)( valor 1,0 pontos) A distância de um ponto (x, y, z) ao plano xy é dada por d(x, y, z) = |z|, mas esta
não diferenciável logo não pode ser usada. Como os pontos de extremo de d(x, y, z) são os mesmos que
os da função f(x, y, z) = z2, então, aplicamos o método dos multiplicadores de Lagrange a f(x, y, z) = z2

com as duas restrições g(x, y, z) = x2 + y2 − z = 0 e h(x, y, z) = 2x + y + z = 10. Para isso, devemos
resolver o sistema

~∇f(x, y, z) = λ ~∇g(x, y, z) + µ ~∇h(x, y, z)
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com as restrições
g(x, y, z) = x2 + y2 − z = 0 e h(x, y, z) = 2x + y + z = 10.

Em outras palavras, devemos resolver o sistema:

0 = 2λx + 2µ (1)

0 = 2λy + µ (2)

2z = −λ + µ (3)

x2 + y2 − z = 0 (4)

2x + y + z = 10 (5)

Das equações (1) e (2) segue: 2λ(−2y + x) = 0, isto implica λ = 0 ou x = 2y.
(i) λ = 0 implica que µ = 0 e então z = 0, substituindo na equação (4) segue: x = y = 0, absurdo, desde
que (0, 0, 0) não satisfaz a equação (5).
(ii) Substituindo x = 2y nas equações (4) e (5), temos 5y2 + 5y − 10 = 0, portanto y = −2 ou y = 1.
Assim, P1 = (−4,−2, 20) e P0 = (2, 1, 5) são os pontos da curva C (elipse) onde a função d(x, y, z)
(distância ao plano xy) assume seus valores máximo d(P1) = |20| = 20 e mı́nimo d(P0) = |5| = 5,
respectivamente.
(c)(valor 0,7 pontos) A projeção da curva C no plano xy é dada pela circunferência

(x + 1)2 + (y +
1
2
)2 =

45
4

,

cujas equações paramétricas são: x = −1 +
3
2

√
5 cos t, y = −1

2
+

3
2

√
5 sen t, 0 ≤ t ≤ 2π.

Logo, a curva C tem equações paramétricas

x = −1 +
3
2

√
5 cos t, y = −1

2
+

3
2

√
5 sen t, z =

25
2
− 3

√
5 cos t− 3

2

√
5 sen t, 0 ≤ t ≤ 2π.

ou
~r(t) = (−1 +

3
2

√
5 cos t,−1

2
+

3
2

√
5 sen t,

25
2
− 3

√
5 cos t− 3

2

√
5 sen t), 0 ≤ t ≤ 2π.

(d)(valor 0,5 pontos) Do item (b) P0 = (2, 1, 5) é o ponto da curva C mais próximo do plano xy,

observamos que ~0P0 = ~r(t0), onde t0 satisfaz: cos t0 =
2√
5

e sen t0 =
1√
5
.

Por outra parte,

~r ′(t) = (−3
2

√
5 sen t,

3
2

√
5 cos t,−3

2

√
5 cos t + 3

√
5 sen t).

Então o vetor tangente à C no ponto P0 é

~r ′(t0) = (−3
2
, 3, 0).

Assim,

x = 2− 3
2
t, y = 1 + 3t, z = 5, −∞ < t < +∞,

são equações paramétricas da reta tangente à C em P0 = (2, 1, 5).
Outra forma de encontrar um vetor tangente a C é obtendo o produto vetorial dos vetores normais a S1

e a S2, no ponto P0. Para encontrar estes vetores normais, escreve-se S1 e S2 como superf́ıcies de ńıvel
de funções de três variáveis e calcula-se o gradiente, em cada caso.
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