Gabarito da Prova Final de Calculo Diferencial e Integral 11

Engenharia e Engenharia Quimica — 02/12/2008

12 Questao:
(a) Fator de integracao: pu(z) = e2¢". Multiplicando este fator nos dois lados da equacéo,
obtemos:

/ x

[y(m)e%x] — Te2e"

Integrando de 0 a = a equagao acima, obtemos:

x 0 z T

e y(x) — e y(0) :/ eTe? dr.
0
Assim, como y(0) = 1, obtemos
x z T
e y(z) = e? —I—/ eTee dr. (%)
0

Calculando a integral acima pelo método de substituicao:

u=2¢ = du=2edr

& , 1 2 1
/ eTe?e dr = —/ e'du = —e"
) 2/, 2

Substituido na equagao (), temos

e* y(x) = e + 3 [626 — 62] = yl@) =3 [1 + 21— )} :
(b) Temos
v —4u' +3u=0 v — 4 =120 =10 ,
u(0) = 0 v(0) =0 lm Y8 g

/ /
u(0) =« v'(0) = «
As equacoes caracteristicas e as respectivas raizes, sao:

r?—4r+3=0 = 1 =3, ro=1;
$2—4s—-12=0 = §s1 =06, 89=-—2.

As solugoes gerais das EDO’s homogéneas, sao:

u(z) = 01> + Cye®,
v(x) = D1e% 4 Dye™".
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Impondo as condicoes iniciais, obtemos

u(O) =C1+4+Cy =0,

u’(O) = 301 + 02 = «, ! / 2 /

Logo,
u(x) = ge?’m - gem.
U(O) = D1 + D2 = 0,
, = D1:Q/7, DQZ—O{/'?.
U(O):GDl—DQIOJ,
Logo,
v(z) = (;66:” — (;e_‘””.
Assim,

Por hipétese,

2 7 1 — —2z —4z
39— qi WS _Ta o LmerTaen®
z—+oo () 4 \z—+o0 1—e T

kx

Como lim,_, 1 e™"* = 0, qualquer que seja k > 0, temos

1— 6—235 + 6—435

mll&loo 1—e T =1
Logo,
Za =32 = a= g
Assim, as solucoes u e v sao:
u(x) = 6—7463“3 — %e“”;
128 128
v(z) = 4—9663’“’ - Ee“’”

22 Questao:

Temos w = f(z,y,2) =22 +9y?>—22 e Q=(3,1,2).

(a) A superficie S é a superficie de nivel 6, pois f(3,1,2) = 9+1—4 = 6. Logo a
equacao desta superficie é 22 + y? — 22 = 6. Ou ainda, explicitando z em funcao das
outras variaveis, z = ++/x2 + y2 — 6, isto é, um hiperboléide de revolugao de uma folha:

S={(z,y,2) eR® | 2® +y* — 2* = 6}.
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(b) O plano dado tem como vetor ortogonal o vetor N = (4,12, —8). A equacdo do
plano tangente a S em um ponto Py = (zg, yo, z0) é dada por,

S (P = o) + LB =) + S (P = 0) =0,

Calculando as derivadas parcias, obtemos

220(z — 20) + 2y0(y — Y0) — 220(2 —20) =0 = Ny = (20,0, —20)-

Portanto, para que os planos sejam paralelos, seus vetores ortogonais tém de ser linear-
mente dependentes, isto é,

]\70 = (.’L’o,yo, —Zo) = /\]\71 = )\(1,3, —2) = rog = )\, Yo = 3)\, zZ0 = 2
Como Py € S, temos
Tt ys -z =6 = N+ -4\=6 = I+l

Logo, temos os pontos Py = (1,3,2) ou By = (—1,-3,—2). Os pontos da superficie S
tém a coordenada z positiva. Logo o uinico ponto é Py e a equacao do plano paralelo é

r+ 3y —2z=3.
(c) A equagao vetorial da reta normal a S passando pelo ponto @, é
r(A) = AVf(Q) + Q.

Como Vf(z,y,2) = (2z,2y, —2z), temos V f(Q) = (6,2, —4). Logo,

x(A) = 6A+ 3,
T(A) = (6A+3,2A+1,-4X+2) = y(A) =21+ 1,
z(A) = —4X + 2.

(d) A reta 7 intersepta o plano y = 0 quando 2A + 1 = 0, isto é, A = —1/2. Portanto,
intersepta no ponto R = (0,0,4).




32 Questao:

Temos
flx,y,2)=x+y+ z, S = {(:c,y,w) e R3 | zyz=2, >0,y >0z >O}
Usando multiplicadores de Lagrange,
Vfi(z,y,z) = A\VG(z,y, 2),
G(z,y,2) =2,
onde estamos denotanto G(z,y, z) = zyz. Assim, temos

(17 17 1) = )\<yz7 xZ? xy>7

TYz = 2,
Temos, entao,
Ayz =1,
Arz =1, 1
= AN#£0 e yz=xz=0y= —.
Azy =1, A
Yz = 2.

Portanto, © = y = z e como zyz = 2, conclui-se que z =y = z = /2.

Para concluir, mostremos que o ponto (¥/2, /2, V/2) é, de fato, ponto de minimo de f
sobre a superficie S. Para isso, observemos que f nao posui maximo sobre §. De fato,
considere, por exemplo, os pontos P; = (1,s,2/s) € S, com s > 0. Entao f(Ps) =
1+s+2/s— +ooses—0.

42 Questao: Temos

z(u,v) = u* — 3v*
= |(u,v)=(1,1) = (z,y)=(-2,1)]|.

y(u,v) =e*7"

Pela regra da cadeia, temos
OF O0f0x Of Oy of _,Of
- 75 7= L9 — =L u—v~J
ou  Ox du + Jy Ou by e y
oF _0fox  0fdy _ o Of  u-0Of
ov  Oxdv  Oyov ox oy

Nos pontos dados, temos o sitema

of of
5b=2—(-2,1)4+ —(-2,1
5r 2+ 5 (-2.1)
of of
=—6—(—-2,1)— =—(-2,1
3= 050 (-2.1) = 5 (-2.)
Resolvendo o sistema acima, obtemos,
of of
—(=2,1) = -2 —(—=2,1)=09.
aw< Y ) ) € ay( Y ) 9



